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AVERTISSEMENT 


Le présent ouvrage est le cinquième et dernier tome d'un Cours de 
mathématiques écrit à l'intention des élèves des classes de Mathématiques 
Supérieures et de Mathématiques Spéciales (types M, M'; P, P'et T). 


e Conscients de ce qu'un cours de mathématiques peut s'organiser de bien des 
façons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels nous n'avons, 
naturellement, pas l'intention de nous substituer — nous avons groupé dans chacun 
des cinq tomes un ensemble cohérent. 


Les deux premiers sont consacrés à l'Algèbre et à ses applications à la 
Géométrie. L’Analyse fait Pobjet des tomes 3 et 4. Le dernier tome traite des 
Applications de l'Analyse à la Géométrie. 


e Dans les dernières éditions de nos quatre premiers tomes, nous avons pu, sans 
grande difficulté, nous aligner sur les actuels programmes des classes préparatoires 
(C.P.), lesquels ne présentent d'ailleurs qu'assez peu de différences avec leurs 
prédécesseurs. 


Toute autre a été la difficulté en ce qui concerne les Applications de l'Analyse 
à la Géométrie, les nouveaux programmes marquant en la matière une tendance 
très nette à une plus grande modestie. 


Dans le désir de conserver à notre Cours le caractère d'ouvrage de référence 
qu'ont bien voulu lui reconnaître un certain nombre d'utilisateurs, nous avons 
cependant cru devoir conserver dans le tome 5 : 


— d'une part les compléments de mathématiques qui rendent l'ouvrage 
utilisable par les étudiants des universités et par les candidats aux concours de 
recrutement des professeurs; 


— d'autre part les deux chapitres concernant les applications des mathéma- 
tiques aux autres disciplines scientifiques. C’est ainsi que le futur physicien trouvera 
au chapitre 5 une étude assez détaillée de l'analyse vectorielle et des théorèmes 
fondamentaux de Stokes et d'Ostrogradski. 


VII AVERTISSEMENT 


Il va de soi que, chaque fois que cela a été nécessaire nous avons précisé qu’une 
question dépassait les limites des programmes des C.P. 


e Dans tout le Cours, nous avons apporté le plus grand soin au choix des 
notations. La terminologie utilisée est celle des programmes et de leurs commen- 
taires. 


© Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ouvrage, 
nous avons utilisé deux corps de caractères, les plus petits étant consacrés : 


— d'une part à des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent être 
considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en caractères normaux, 


— d'autre part à des compléments réservés à une « seconde lecture ». 


e Nous avons utilisé le signe Cl, qui peut se lire : « la proposition en résulte » 
pour matérialiser la fin d’une démonstration et annoncer l'introduction d'une idée 
nouvelle. 


e Le double astérisque, * ... ,, permet d'isoler un résultat faisant intervenir 
des notions qui n’ont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont connues 
du lecteur (à charge pour celui-ci de s'assurer qu'il n'y a pas de cercle vicieux). 


e Le système de repérage est simple : le numéro de tome est indiqué en 
chiffres romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres 
arabes. C'est ainsi que I.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixième sous- 
chapitre du cinquième chapitre du tome I, (le numéro de tome n'est pas mentionné 
lorsqu'il n'y a pas ambiguïté). 


Des exercices sont adjoints à chaque chapitre. Bien qu'ils soient de difficulté 
inégale, nous n'avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le 
lecteur de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en tête de 
chaque série. 


* 
x * 


Les collaborateurs de Masson S.A. ont consenti pour la mise au point de 
notre ouvrage un effort dont nous sentons le prix; nous sommes heureux de les en 
remercier. 


LES AUTEURS 


Î 
ÉTUDE AFFINE DES ARCS 


1.1. COMPLÉMENTS DE TOPOLOGIE 


1.11. Topologie finale 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (E, &) un espace topologique, F un 
ensemble, et @ : E — F une application. Alors &, = {U e P(F)lp = ‘(U)e &} est 
une topologie sur F. C’est la plus fine (!) parmi les topologies sur F qui rendent @ 
continue. On l'appelle topologie finale associée à . 


— De 671(S) = @ et p"'(F) = E, on déduit : Ge, et Fe, 
D'autre part, pour toutes parties U et de F et pour toute famille (U).., 
de parties de F, on a: 


p'Wnp ns UAan:  Uo ui e(U vi) 
On en déduit aisément que &, est une topologie sur F. 

— Pour toute topologie sur F, &”, @ est une application continue de 
(E, &) dans (F, &’) si, et seulement si: VUe&’ p !(U)e&, ce qui s'écrit : 
C' cé, 0 


REMARQUES. — a) D'après @ ‘(F\4) = E\g (4), une partie À de F est fermée dans (F, &,) 
si, et seulement si la partie @" !(4) de E est fermée dans (E, &). 


b) Toute partie de F incluse dans F\p(E) est ouverte dans (F, &,). La topologie induite par &, 
sur F\p(E) est donc la topologie discrète. Dans la pratique, nous n'utiliserons que des applications @ 
surjectives. 


c} La définition de la topologie finale que nous avons adoptée n'est pas la plus générale. 


2° THÉORÈME. — Soient (E, &) un espace topologique, F un ensemble et 
une application de E dans F. Alors pour toute application g de (F, &,) dans un 
espace topologique (G, &”), g est continue si, et seulement si l'application g ° @ de 
(E, &) dans (G, &’) est continue. 


— Si g est continue, comme est continue, g o @ l’est aussi. 
— Inversement supposons que g + @ est continue. Pour tout U'e &', nous 
avons (go) ‘(U')e®, ce qui s'écrit @ ‘[g"‘(U)]eë et entraîne 
g '(U}e&,; g est ainsi continue. 


(1) Étant données deux topologies #, et &, sur un même ensemble F, on dit que &, est plus 
fine que #, si, et seulement si &#, © &, (au sens de l'inclusion dans #(F)). 
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REMARQUE. — Le lecteur vérifiera que &, est la seule topologie sur F vérifiant la propriété qui 
fait Pobjet du théorème précédent. 


3° Topologie quotient, — DÉFINITION. — Soient (E,&) un espace 
topologique, Z une relation d'équivalence sur E et @ la surjection canonique de E 
sur E/Æ. La topologie finale &, est appelée topologie quotient de & par &; 
(E/R, ©.) est dit espace topologique quotient de (E, ©) par &. 


EXEMPLE. — Nous appellerons topologie usuelle du groupe (R/2n7, +) la topotogie quotient 
de la topologie usuelle de R. Par transport de structure, nous en déduirons une topologie sur le 
groupe des angles (Il, 2.3.4). 


Vérifions qu'avec les notations de la définition précédente nous avons : 


PROPOSITION. — Pour que (E/Æ, &,) soit séparé, il est nécessaire que le 
graphe F de % soit fermé dans l’espace topologique (£, &)2. C'est suffisant 
lorsque l’image par ç de tout ouvert de (E, ©) est un ouvert de (E/Æ, &,) ce que 
lon exprime en disant que {a relation À est ouverte. 

— Supposons que E/Æ est séparé. D’après la proposition II du IIE2.1.5, 
la diagonale A de (E/&)? est un fermé de (E/Æ)°. Or F n'est autre que d-‘(A), 
où ® est l'application (x, y) +—{(p{x), p(y)) de E? dans (E/#), dont la 
continuité résulte de celle de @; F est ainsi un fermé de E2. 

— Inversement, supposons que est un fermé de E? et que la relation & 
est ouverte. Soient X et Y des éléments distincts de E/Æ; il existe des 
représentants x et y de X et Y,et on a x # y;(x, y) est un élément de E?\T qui 
est un ouvert de E?. Il existe donc deux ouverts U et V de E, contenant 
respectivement x et y, tels que l’ouvert élémentaire U x F soit disjoint de I. 
étant ouverte, g{U) et @(F) sont des ouverts de E/Æ contenant respectivement 
X et Y; ces ouverts sont disjoints, sans quoi il existerait (x’, y’) e U x V'tel que 
(x) = p(y’), ce qui impliquerait (x’, y}e T, et, donc, une contradiction. On en 
déduit que E/Æ est séparé. 


EXEMPLE. — Montrons que R/2xZ7, muni de la topologie usuelle, est séparé. 

Ici & est définie par « x # y signifie y — xe 2nZ ». Test la réunion des droites d'équations 
y = x + 2mn(me Z)}; le lecteur vérifiera que Test un fermé de R?. D'autre part & est ouverte; en 
effet soit X un ouvert de R; pour tout me Z, X + 2mn est un ouvert de R (image d’un ouvert par 


un homéomorphisme); UX + 2mx) est un ouvert de R qui s'écrit p”!(p{X)} avec 
ME 


EX) = | U (x + 2m) œ{X) est donc un ouvert de E/Æ#. 
mEZ 


Complément sur la décomposition canonique d’une application continue. — Soient E et F deux 
espaces topologiques, et f:E — F une application continue. En désignant par Æ la relation 
d'équivalence sur E définie par « x Æ y signifie f(x) = f(y) », on dispose (I, 1.3.3, 4°) de la 
décomposition canonique f = j o f op, schématisée par le diagramme : 


f 


E —— F & : surjection canonique 
d | j :injection canonique 


E/A Es SŒÆ)  J: bijection 
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D'après le théorème du 2°, la continuité de f'implique celle de j » et donc (IE, 2.2.4, 4°} celle de f. 
Mais, en général, on ne peut pas affirmer que j est un homéomorphisme. 


EXEMPLE. — Soient U = {ze Clz| = 1} et f l'application continue et surjective t ei de R 

sur U. On obtient par passage au quotient un isomorphisme de groupes Ÿ : R/27Z —+ U. 
D'après ce qui précède f est continue. lei on peut montrer que f est un homéomorphisme. En 
effet R/2nZ, qui est séparé (cf. exemple précédent), est compact comme image de [0, 2n] par la 
surjection canonique @, qui est continue. On termine la démonstration en utilisant IIL.2.5.7, 6°. 
O 


1.12. Espace topologique des droites d'un e.v.n. 


Dans ce paragraphe (E, ||.|}) désigne un R-e.v.n. non nul. On note Z 
l'ensemble des droites (vectorielles) de E, o l'application x Rx de E\{0} 
dans ©, ÿ la restriction de @ à la sphère unité, $, de E. 

E est muni de la topolôgie de la norme; E\{0} et S sont munis des 
topologies induites. 


1° THÉORÈME ET NOTATION. — Sur , les topologies finales &, et &,, sont 
égales ; on les note &. 


— L'injection canonique j : $ — E\{0} est continue; ÿ = @ cj est donc 
une application continue de S dans (2, &,); comme &, est la plus fine parmi 
les topologies sur Z qui rendent ÿ continue, on a &, € ©, 

— L'application x {Ix||" x de E\{0} dans S, notée 8, est continue: 
@=V#e8 est donc une application continue de E\{0} dans (%,&,); en 
raisonnant comme ci-dessus, on en déduit &, € &,. 


REMARQUES. — a) La propriété fondamentale est la continuité de l'application @ de E\{0} 
dans (, &). En d’autres termes : l'application qui à un vecteur non nul associe la droite vectorielle 
qu'il engendre est continue. 

b} Concrètement, pour toute U = ®, 7 (U) est la trace sur la sphère $ du cône de E 
réunion des éléments de U (fig. 1); on peut ainsi se faire une idée intuitive des ouverts de (2, &). 


Fic. 1. 


2° THÉORÈME. — L'espace topologique (2, &) est métrisable (et donc 
séparé). 


Pour toute droite De Z, D n S = ÿ7 (D) est constitué de deux éléments 
opposés de S. Pour tout (D, D'}e 3?, nous disposons donc de : 


d(D, D) = min{lv - vliveD NS, veD'ns} 
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et nous pouvons écrire d(D, D’) = |lu - wl, où ueD ANS est arbitrairement 
choisi (fig. 2) et où u’ est alors déterminé sans ambiguïté, au moins si 
d(D, D’) < 1 (ainsi qu’on le constate en utilisant l'inégalité triangulaire). I va 
de soi qu’on peut choisir tout aussi bien we D' nS. 
&) Montrons que l'application d : 9? — R, ainsi définie est une distance. 
— Il est évident que : 


V(D, D)e®?  d(D, D)=d(D, D) et: VDe®  d(D, D)=0. 


— Soit (D, D’) e 2? tel que d(D, D’) = 0: ies ensembles D nSetD'nS 
ont un élément commun, ce qui exige D = D”. 
— Soit (D, D', D'}e 2. Écrivons : 
d(D, D)=lu-—uw et  d(D,D”)= lu -u| 
en usant de la possibilité de choisir le même u'e D’ n S dans les deux égalités, 


étant entendu que u et u” appartiennent respectivement à D nSet D" ns. 
On en déduit : 


d(D, D”) < lu — w’]] < d(D, D) + d(D’, D”). 


B) Soit &, la topologie induite sur ® par la distance d. Moñtrons : €, = &,. 


id 
Dans le schéma : $ À (2,5) “2 (2,8), l'application Id, oÿ est 


continue; en effet : 
V(u,vieS?,  d(plu), pr) & lu — vil. 


Ii en résulte (1.1.7, 2°) que Id, est continue, et donc que 8, € &,, 
— Inversement, soit U e &,. Donnons-nous D, e U et u, € ÿ-1(Di); w 
étant un élément de louvert 47 !(U) de S, il existe «e R,\{0} tel que : 


Vues (lu — ugil < à) = (ue #7 *(U). 


A toute droite D e 2 telle que d(D,, D) < à, on peut associer ve D n S tel que 
d(Do D) = [lu — vil; on a ainsi {lus — vl < a, et donc ve #7! (U), ce qui 
entraîne D'eU. On en déduit Ue&, pour tout Ue&,, et donc &, c&, 


1.1.2 COMPLÉMENTS DE TOPOLOGIE 5 


CAS PARTICULIER OU E EST PRÉHILBERTIEN. — Soit (D, D'}e 2°. Désignons 
par 8, avec 0 E[0, n/2], l'écart angulaire des droites D et D’. Pour tous 
ueÿ”!(D)et uey7!(D"), l'écart angulaire À des vecteurs u et u’ vérifie À = 8 
ou À = 7 — 6. En utilisant : 


u — ul? = 2(1 — cos À) = 4 sin? À/2, 
on obtient : d(D, D’) = 2 min (sin 8/2, cos 8/2) et, comme 8/2 e[0, x/4] : 
d(D, D’) = 2 sin 8/2. 


3° Changement de norme. — Si l'on remplace ||.|| par une norme 
équivalente N, la topologie de la norme sur E n’est pas changée. Il en résulte 
que {a topologie © introduite sur ® au 1° n'est pas changée et donc que la 
distance d introduite sur ® au 2° est remplacée par une distance à 
topologiquement équivalente. 

Montrons qu’en fait les distances d et 5 sont équivalentes. 

Par hypothèse : 


Ga, PJe(R,\{0})) (VxeE aN(x) & Iixil & BN(x). 
Soit (D, D'}e 2°. Notant E la sphère unité de (E, N), écrivons : 
8(D, D’) = Nu — u'), avec ueD nALetuweD'n=E. 


0 


u u 
Comme u # 0 et u’ # 0, nous disposons de ui? nsSet WT D'AS, ce 
ul u 


qui permet d'écrire : 


4, D) < |" -" + (T IL 

, É bre n u 

à TT LI Ill lu 

et : d(D, D)< Ua — u|  {ull — lui £ lu — u']| 
[ul Ilull Ilull 


Compte tenu de [lu > «NQu) et Nu) = 1, on en déduit : 
d(D, D’) < 28/a.N(u — u’) = 2f/«.ô(D, D’) 
En intervertissant le rôle des normes : 8(D, D’) < 2B/«.d(D, D'). 


4° Cas OU E EST DE DIMENSION FINIE. — a) On peut parler de la topologie de 
l'ensemble 2 des droites d’un e.v.n. de dimension finie, sans autre précision. 


En effet, ici toutes les normes sur E sont équivalentes. 
b) Si E est de dimension finie, (2, &) est compact. 


En effet S est ici un compact de E et © en est l’image par 
 : E\{O}! — (2, &), qui est continue. 


5° Un résultat important. — Nous ne faisons pas d’hypothèse sur dim E. 
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THÉORÈME. — Soient D un élément de Z, À un espace topologique, À une 
partie de À, a un point de À, À une application de À dans 2. II y a équivalence 
entre les deux assertions : 


ÿ D= lim A(t: 
ta, tEA 


ä) Il existe une application u de À dans E\{0} vérifiant à la fois : 
a) VteA u(s) € A(G\{0} 


f) 2ve D\{0} lim u(i) = v. 

t+a,1E A 
Preuve de ii) = i). — L'hypothèse est ji); «) permet d'écrire À = @eu;on 
conclut à l’aide de HIL.2.2.3, 2°, b), en utilisant $) et la continuité de o. 


Preuve de i) = ii]. — L'hypothèse est i}. Elle implique l'existence d'un 
voisinage U de a dans A tel que : 


VieUnaA d(D, A(d) < 1. 


Ayant choisi arbitrairement ve D AS, on en déduit qu’à toutteU nAon 
peut associer un unique élément de At nS, noté ur), tel que: 
d(D, A()) = ilu(t} — v|} On choisit arbitrairement la restriction de u à A\U, et 
on constate que l'application u ainsi construite vérifie a) et f). 


REMARQUE. — On peut supposer que u vérifie: Vte A  [lu(t)] = 1. 


6° Complément. — On suppose ici que E est un plan vectoriel euclidien, 
rapporté à une base (i, j}. À tout réel @ on associe le vecteur : 


u, = COs oi + Sin @)j. 


Les notations étant celles du théorème du 5°, avec D — Ru, où 8e R est 
donné : 


PROPOSITION. — Pour que D = lim A(t), il faut et il suffit qu'il existe une 


ta, tEA 


application 8 de À dans R vérifiant à la fois : 


DVreA uyeA(); 
ii) lim 6) = 6. 


ia, teA 


— La condition est suffisante d’après le théorème du 5° et la continuité de 
ou, 


— Inversement supposons lim At) = Ru,, et considérons, comme 
ta. tE€A 


dans la démonstration du 5°, le vecteur u(t) tel que d(D, A(t)) = [lu(s) — ul. 


11.2 COMPLÉMENTS DE TOPOLOGIE 7 


Nous constatons que u(t} peut s'écrire uw, avec 8(r) — 8 <[- 55 d'où 
(cf. 2°) : 
i 
8) — 8, = 2 Arcsin 6 d(D, 10} et lim (1) = 


ia te 


e THÉORÈME. — Soient } un intervalle de R, t, € R un élément de 7, 6 une 
application continue de 7 dans R; pour 1e, on pose A(t) = Ru, Alors : 


lim A(t) existe si et seulement si lim (rt) existe (dans R). 


It tel Lionel 


— La condition est suffisante d’après la proposition précédente. 
— Inversement supposons que lim A(:) existe et notons la Ru, D’après 


to 


la proposition précédente, il existe @ : 1 — R vérifiant à la fois : 


(1) ÿvtel Un € AU); lim œ(t) = & (2) 
IH existe donc k : 1 — Z, telle que : , 
Vtel O(t) = pr) + zk(t) (3) 


D'après (2), il existe (critère de Cauchy) un intervalle V e Ÿ’(t,) tel que, W 
désignant VF n1: 


VE r)eW? let) - QU'À < r/4. 
Soit (#,#’}e W2, Faisons l'hypothèse : 
(H) k(r) # k(#”), et donc KE) — ke”) #1 
Il en résulte : 
ñ 
18) — 8) > rlk(r) — k(PN — Ip) — pHA> x — 4 
La continuité de 8 sur [t',#”] assure alors l'existence de te W tel que : 


B(x) — O(r} = x/2. 
On en déduit : 


ñ 
3 lpG) — EE} < mkfr) — KEY < — 5 + lp) — pr) 
et donc : 1/4 < [k(z) — k(t)} < 3/4 
ce qui est en contradiction avec k(r (te Z. (H) est donc absurde. 


Ainsi k(t”) = k(r”} pour tout (#, t” . We poele k est constante sur 
W et admet donc une limite en t,: d’après (2} et (3), il en est de même pour 8. 
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REMARQUES. — a) L'hypothèse de continuité de @ est essentielle dans le théorème. C’est ainsi 
que si 8(t) = nE(t), où E est la partie entière, alors A(t), qui est Ri, admet une limite lorsque t tend 
vers + oo, alors que 8(t) n'admet pas de limite. 


b) La notion de valeur d’adhérence d’une application fournit une démonstration plus simple 
du théorème. 


1.1.3. Grassmanniennes 


Les démonstrations pourront être réservées pour une 
seconde lecture. 


Dans ce paragraphe, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie 
n > 0. Toutes les normes sur E étant équivalentes, nous pouvons munir E de 
sa topologie naturelle (celle qui est définie par l’une quelconque des normes). 


1° DÉFINITION. — Pour tout pe N,, on note Z, l’ensemble des systèmes 
libres de p vecteurs de E, muni de la topologie induite par la topologie produit sur 
EP, et on appelle grassmannienne d'ordre p de E l'espace topologique (&,, &,), où 
4, est l'ensemble des sous espaces de dimension p de E, et où €, est la topologie 
finale associée à l'application surjective : 


P,:L,—4€, Gess -.., X,) ++ Vect (x, ...,x,). 
C’est ainsi que (Z, &), étudié au 1.1.2 est la grassmannienne d'ordre 1. 


2° Étude de la grassmannienne d'ordre p. — Dans les démonstrations des 
théorèmes I et Il du 2° et du 3°, nous aurons le droit de supposer que la 
topologie canonique de E a été introduite à partir d’une norme euclidienne. 


THÉORÈME I. — L'espace topologique (£,, &,) est séparé. 


Soient X et Y deux éléments distincts de #,; pour des raisons de dimension, on n’a pas 
X cY,ctilexiste ee X tel que e# Y. E étant considéré comme euclidien, nous disposons de 
l'application : 


Sr SR Z —d(e, Zÿ 


D'après 11.2.1.2, f o 4, s'écrit : (xs, ., x) Gran (ex .,x) 
Gram (x1,...,x,) 
continuité de f (1.1.1, 2°). 
Nous avons par ailleurs f(X) = Q et f(Y) # 0; R étant séparé, il existe deux ouverts disjoints 
U et V de R, volsinages respectifs de f{X) et de f(Y); nous constatons que f” !{U)et f7!(}) sont 
des voisinages disjoints de X et Ÿ respectivement. 


et est donc continue ; d’où la 


THÉORÈME IE — L'espace topologique (£,, &,) est compact. 


La séparation est acquise. 

— E étant considéré comme euclidien, montrons d'abord que le groupe orthogonal O(E) est 
une partie compacte de S({E). Ii suffit de montrer que le groupe Om(#) des matrices orthogonales 
réelles d'ordre n est une partie compacte de l’e.v.n. de dimension finie #A{n); or il s'agit d'une 
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partie fermée (image réciproque de {1,} par l'application continue M -'MM), et bornée (toute 
M e Onin) vériie N (M) < 1). 

— Déduisons en que l'ensemble L? des familles orthonormales de p vecteurs de E est un 
compact. Dans le cas p = n, cela résulte de ce que L® est l'image du compact O(E) par l'application 
manifestement continue et surjective : 


O(E) + L° u t(u(e,), ..., ue,)) 


où (e,,...,e,) est une base orthonormale arbitrairement choisie de E. 
Dans le cas général, on considère L? comme l'image de L® par l'application continue 
Css ..,x, ...,x,) (xs -..,x,), qui est surjective puisque toute famille orthonormale de p 


vecteurs peut être complétée en une base orthonormale. 


— Enfin #,= p,{L?) est un compact. 


3° Étude de l'espace des hyperplans. — L'espace topologique (&,_;, 6,-1) 
des hyperplans de E est abréviativement noté #. 


THÉORÈME I — Les espaces # et 2 des hyperplans et des droites de E sont 
homéomorphes. 


Considérons encore E comme euclidien, ce qui permet de disposer de l'application bijective 
h:HHl de # sur 2. Comme # est compact (théorème II du 2°) et 2 séparé, il suffit, pour 
montrer que h est un homéomorphisme, de montrer (III.2.5.1, 6°) que h est continue, ou encore, 
puisque # est muni d'une topologie finale, de montrer que l'application 


Li D Gus) TVect(e, x) 


est continue. Or, quitte à orienter arbitrairement E, nous pouvons considérer celle-ci comme ta 
composée des applications continues : 


Ces x 1) Xi À 0 À Xl et Pi: X Rx. [a] 


En considérant h7! o@,, nous obtenons, au passage : 


PROPOSITION. — E étant euclidien, l'application g : x xt de E\{0} dans 
# est continue. 


e THÉORÈME IL. — L'application f : u —>Ker u de E*\{0} dans # est 
continue. 


Æ étant encore considéré comme euclidien, nous disposons de l'isomorphisme canonique 
{1:2.1.3, 2°) de E* sur E qui induit un homéomorphisme 6 de E*\{0} sur E\{0}. Or s'écrit g ° 6, 
où g est l'application continue considérée dans la proposition précédente. O 


COROLLAIRE I. — %# est homéomorphe à l'espace Z* des droites de E*. 


Notons y la bijection naturelle de 2* sur # (1.9.3,3, 3°); 2% étant muni de la topologie finale 
associée à : 
pY:EM\(O}) + 2% ù Ru, 


nous avons f = yeçp#; d'où la continuité de l'application bijective y qui, compte tenu de la 
compacité de 2* et de la séparation de #, est un homéomorphisme. 
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CoROLLAIRE IL — Soit e = (8,,...,e,) une base de E. L'application de 
R"\{(0,...,0)} dans # qui à («,,...,0,) associe l'hyperplan admettant 


D aË; = Ô pour équation dans e est continue. 


= 


On utilise le théorème II et l'isomorphisme de R” sur E* qui est associé à la base e. 
Pl q 


(e] 


1.1.4. Cas des espaces affines normés 


1° Nous aurons besoin par la suite du résultat suivant : 


THÉORÈME. — Soient (&, E) un espace affine de dimension finie, d, et d, les 
distances sur & associées aux normes N, et N, sur E ; on sait qu'il existe 
(@, B) € (R#}? tel que : ad, < d, < Bd,. Alors pour tout me € et pour toute 
variété affine Ÿ de & : 


ad;(m, Ÿ) < d,(m, #7) < Bd, (m, #) (ei) 
Soit me &. Nous avons : 
VPEY  adifm,p) < d(m, p) < Bdi(m, p). 


Il en résulte : 


œ.inf d,(m, p) < inf d,(m, p} < B.inf d,(m,p} 
pe pe peÿ 


2° Dans ia suite du paragraphe (,E,|}.|}} désigne un R-ean. de 
dimension finie n > 0. & est muni de la topologie associée à la distance de la 
norme |}.}|, topologie d'ailleurs indépendante du choix de cette norme. 

e Soient a un point de &, et &, le vectorialisé de a. Pour toutpeN,, &,, 
désigne l’ensemble des variétés affines de dimension p de # qui contiennent a, 
c'est-à-dire la grassmannienne d'ordre p de #, (que l'on munit de la topologie 
introduite au 1.1.3). Abréviativement on écrit Z, pour &,., et .#, pour &,,_1. 

Le lecteur vérifiera aisément les propriétés suivantes : 


— 


a) m am est un homéomorphisme (et même une isométrie) de & sur E; 

b} m AT (a, m) est une application continue de &\£a} dans 2, (composée 
de m ram et de x + Rx); 

c) Étant donné eg, (avec ii n>2 et p<n—D) 
mi AÎf(# L {m}) est une application continue de 6\Y dans Bapra 

e Soient F un sous-espace vectoriel de E et # l’ensemble des variétés 


affines de & dont la direction est F. Le lecteur vérifiera que les topologies 
suivantes sur #° coïncident : 


a) La topologie finale associée à @ : & — W, avec g(m)=m+F; 


b} La topologie finale associée à la restriction de @ à une variété affine #7 
de &, de direction supplémentaire de F; 
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c) La topologie associée à la distance d sur W° obtenue en notant 
dif ;, Ÿ:) la distance des variétés parallèles Ÿ”, et Ÿ°,, au sens de la distance 
de deux espaces métriques. 

Il s’agit d’une topologie métrisable, donc séparée. 

Notons qu'en b), mm + F est un homéomorphisme de Ÿ” sur #’. 


3° Étude pratique de la limite d'une droite d'un plan. — ici & est un plan 
affine normé rapporté à un repère affine (0 ; i, j); a est un point de &. On 
considère une application À > #, d’une partie À d'un espace topologique A 
dans l’ensemble , des droites affines de & qui contiennent a: À, est un point 
de À. 

Si, pour ke 4, la direction F, de #, ne contient pas le vecteur j, on 
dispose du coefficient directeur de #, (coefficient angulaire si le repère est 
orthonormal), qui est le réel u{A) défini par F, = RG + l{A)j). 


THÉORÈME. — La condition j é F; étant supposée remplie pour tout À € À : 


ï) Si lim u(=neR, alors lim Z;=a +R + ui); 
À ko ÀEA À ko LEA 


äi) Si Him [u(A) = + oo, alors lim Æ,= a + Rj; 


À À6A A hokEA 


iii) Dans tout autre cas, lim %; n'existe pas. 
Ah kEA 


Preuve. — Dans chaque cas, on utilise 1.1.2, 5°. Plus précisément : 


ï) De F, = RG + n{A)j) on déduit lim F,= Ri + uj). 
Lo ke 
ü) Il existe Ve Ÿ’(À) tel que, pour ut he n À, UN # 0 et donc 


F,=RG/UQi+i, d'où lim F,= Ri. 


À ha REA 


ji) Supposons que #, (ie. F;) admette une limite. Il existe  : A —R, 
n:A—Ret (£, no) € R2\{(0, 0)} vérifiant les deux assertions : 


&) Pour tout À € À, E(A)i + n(A)j est un vecteur non nul de F,; 


P) lim ŒQDi + nOD = Eoi + noi 
La condition jé F; impose E(À) # 0; on a (à) = n(A)E (A). Si 60 # 0, 
alors lim (à) = n4/6,: on est dans le cas i}. Si &, = 0, alors n, # 0 et 


À ho ÀEA 


lim Ju) = + co; on est dans le cas ii). 
ÀskghEA 


REMARQUES. — a) Le théorème s'applique s'il existe We #’(À,) tel que jé F; soit vrai pour 
tout ÀeW n4. 

b) Inversement si #} admet une limite différente de a + Rj, n{À) est défini au voisinage de À. 

Si #; admet a + Rj pour limite, on ne peut affirmer l'existence de p{A); on a alors la 
possibilité d’intervertir les rôles de i et j. 
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1.2. ARCS PARAMÉTRÉS (OU COURBES PARAMÉTRÉES) 


(6, E, [|.I) désigne un R-e.an. de dimension finie n > 0, 
qui pourra être R" muni de sa structure affine canonique: 
dans la pratique : n = 2 ou n = 3. Les intervalles de R 
considérés sont supposés d'intérieur non vide. 


1.2.1. Définitions générales 


Rappel de topologie. — Nous utiliserons la définition du IIL.S8.1.7, 9°, 
étendue aux espaces affines sous la forme : 


DÉFINITION. — Soient «7 et 4 deux espaces affines de dimensions finies p 
et n, et f une application continûment différentiable d’un ouvert U de .# dans Z. 
On dit que f est une immersion (resp. une submersion) si, et seulement si, pour 
tout xE U, df(x) est injective (resp. surjective) i.e. de rang p (resp. n). On dit que f 
est un plongement si et seulement si d’une part elle est une immersion, d’autre 
part elle est une injection qui induit un homéomorphisme x H— f(x) de U 
sur f(U), considéré comme sous-espace topologique de Z. 

Dans le cas où .7 = R, nous étendrons cette définition au cas où U est un 
intervalle de R, pas nécessairement ouvert. 

1° Ares paramétrés (ou courbes paramétrées). — DÉFINITION. — On appelle 
arc paramétré (ou courbe paramétrée) de € tout couple (!) (£, f) où ! est un 
intervalle de R, et f une application continue de ] dans #; f{(1) € & est le support 
de l’are, on le note supp (7, f). Dans le cas où 7 est compact, on parle d'arc 
paramétré compact, ou encore de chemin (cf. ITI.2.6.3). 


Image continue d’un connexe de R, le support est un connexe de &. Si l'arc 
est compact (I = [a, b]) c'est un compact connexe de R; les points f(a) et f{b) en 
sont alors respectivement l’origine et l'extrémité. 

Sauf avis contraire, supp (J, f) est muni de la topologie induite par celle de 
ê. 


Une question de vocabulaire. — Toutes les fois que (nous 
conformant à une notation traditionnelle qui a l’avan- 
tage d'éviter d'introduire une acception supplémentaire 
du mot «courbe ») nous allons écrire arc paramétré, le 
lecteur pourra lire courbe paramétrée (notation utilisée 
dans les programmes des C.P.). 


() La donnée d’une application implique’ celle de son ensemble de départ; il peut donc 
paraitre inutile d'introduire (1, f) là où f suffirait; dans la pratique, cette précaution s'avère 
cependant commode. 
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2° Étude d'un arc paramétré 


© Points de l'arc : multiplicité d’un point du support. — DÉFINITION IL. — 
Soient y = (I, f) un arc paramétré et t un élément de J. On dit que le triplet 
Mt) = (L f,t) est le point de y de paramètre t et que m = f(t) est l’image de 
ce point. 

On dit que Card { f7!(m)} — étant entendu que ce symbole désigne + oo 
si l'ensemble { f”!(m)} est infini — est la multiplicité de m relativement à 7. 


REMARQUE. — La multiplicité dépend de l’arc, et pas seulement du support. C’est ainsi que 
si #8 = R? et si f est t > (cos t, sin t), le point (1, 0) du support a pour multiplicité 1, 2 ou + © 
selon que J est [0, 2x[, [0, 2x] ou R; pourtant, dans les trois cas, le support est le même. 


e Sous-arcs. — DÉFINITION IL — Soient (J, f) un arc paramétré et J’ un 
sous-intervalle de I : on note f|[’ la restriction de f à l’. Alors (/’, f|[") est un arc 
paramétré qui est dit sous arc de (1, f). 


Nous savons en effet que |’ est continue. 
Notons que le support d’un sous-arc est une partie de celui de l'arc. 


Avec les notations de la définition I, pour tout t,e I’ nous identifierons le 
point (1°, f|!', to) de ({’, f|1") et le point (1, f, to) de (1, f). 


e Arcs simples, — DÉFINITION III. — On dit qu’un arc paramétré (I, f) est 
simple si, et seulement si f est une injection. Un arc paramétré compact et simple 
est appelé arc de Jordan. 


REMARQUES. — a) Tout sous-arc d’un arc simple est simple. 


b) Si(Z, f) est un arc simple, la bijection f : & ++ f{t) de 1 sur = supp (1, f) induite par 
l'injection f permet de transportet sur 4 la structure d'ordre total de I, et fournit une topologie de 
Fordre sur #, qui ne coïncide pas nécessairement avec la topologie habituelle de 4 (induite par 
celle de &). 


PROPOSITION I. — Si (I, f) est un arc de Jordan, alors f induit un 
homéomorphisme de ! sur = supp (L, f). 

La bijection f : 1 — induite par f est continue ; { est compact, # est 

une partie de & qui est séparé: on applique IIL.2.5.1, 6°. 


REMARQUE. — Si (1,f) n’est qu'un arc simple, 1 et & = supp (J,f) ne sont pas 
nécessairement homéomorphes. Considérons par exemple l'arc paramétré (R, j) de 2, avec 
fit (ri + 1%), /(L + 14), dont le support  (lemniscate de Bernoulli) est représenté par la 
figure 3; s'il existait un homéomorphisme de R sur #, il induirait un homéomorphisme de R\{1} 
sur \{f(1)}, cœæ qui est impossible car ces deux espaces topologiques n’ont pas le même nombre 
de composantes connexes. 

Notons que © = (0, 0) est de multiplicité 1, et non 2 comme le laisserait supposer l'examen 
du seul support. 
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FIG. 3. 


e Arcs fermés simples. — DÉFINITION IV. — On dit qu’un arc paramétré 
compact ([a, b], f) est fermé si, et seulement si, f(a) = f(b). Si, en outre 
fa, bC est injective, on parle d'arc fermé simple. 


PROPOSITION IL — Le support d’un arc fermé simple ([a, b] f) est 
homéomorphe à U = {ze C||z| = 1}, et donc à tout cercle de rayon non nul 
d’un plan affine euclidien. 


Il existe en effet une unique application F : R — € telle que F(t) = F(t) 
si, et seulement si, t — te (b — a)Z. On l'appelle prolongement de f à R par 
périodicité ; elle est définie par : 


VteR Fo = /(s ete à) 
b—-a 


Elle est continue. En raisonnant comme au 1.1.1, 3°, in fine, on constate que 
F(R), qui est aussi f([a, b]), est homéomorphe à R/{b — a)Z, et donc à U. 


e Arcs paramétrés de classe C*. — DÉFINITION V. — Pour kEN U { + o}, 
on appelle arc paramétré de classe C*, ou abréviativement, C*-arc paramétré, tout 
arc paramétré (1, f) tel que l’application / soit de classe C*. 

L'étude des arcs paramétrés qui ne sont que continus conduit à des êtres 
mathématiques compliqués (1). C’est pourquoi nous nous limiterons le plus 
souvent à k > 1. 


{!) Peano a montré en 1890 qu’il existe un C°-arc paramétré de IR? dont le support est le carré 
[0,11 x [0,11, (cf. exercice 1.01). 
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e Point régulier, point stationnaire. — DÉFINITION VI. — On dit que le 
point M, = M(t9) du C* — arc paramétré(], f),k > 1, est régulier ou stationnaire 
selon que f'(t5) À 0 ou f’(t5) = 0. Un arc dont tous les points sont réguliers est 
dit régulier. 


La continuité de f’ fait que si M, est un point régulier de (1, f), alors il existe un sous arc 
régulier de (1, f) dont un point est M,. 


e Plongements. — DÉFINITION VII. — On dit qu’un C'-arc paramétré (I, f), 
k > 1, est immergé (resp. plongé) si, et seulement si, j est une immersion (resp. 
un plongement) de 7 dans #; un arc plongé est ainsi un arc simple. 


Un Care paramétré est donc régulier si et seulement s’il est immergé. 


e Arcs cartésiens. — DÉFINITION VIII ET PROPOSITION. — On dit qu’un 
C*-arc paramétré (I, f) est cartésien si, et seulement s’il existe un repère (0; e) 
de # tel que l’on ait : 


Vitel: fH=0+te + S: fe; 
j=2 


Un tel arc est simple. S'il est de classe C*, (k > 1), alors il est plongé. 


Pour un tel arc, f(r) = f(t) exige t’ = 1; d’où l'injectivité de f, qui induit 
ainsi une bijection, évidemment continue, f de I sur le support 4 ; f 7! est 
continue car elle coïncide sur # avec l'application continue de & dans R qui à 
tout point associe sa première coordonnée dans (O,e): f est donc un 
homéomorphisme. Enfin, si f est dérivable en t,e 1, alors f'(t,) dont la 
première composante dans la base e de E est 1, est non nul. 


3 Arcs géométriques 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — On obtient une relation d'équivalence sur 
l'ensemble des C'-arcs paramétrés de # en convenant que : «(1, f) est C*- 
équivalent à (J, g) signifie qu’il existe une bijection @ : J — 7 de classe C* ainsi 
que sa réciproque, telle que g = f °0». 

Les classes de C*-équivalence sont appelés arcs géométriques de classe C* 
ou, abréviativement, C*-arcs géométriques. 


Voici la démonstration pour k > 1 (à la notation près, elle vaut pour 
k = 0). Diff (J, 1) désigne l’ensemble des difféomorphismes (!) de classe C* de J 
sur I. Soient (1,f), (J, g), (K, h) des Cf-arcs paramétrés de €. 


{*) Rappelons (1I1.4.3.3, 3°) que, pour k > 1, 8e Diff (J, 1) signifie que 0 : J — I est une 
bijection de classe C* telle que 8’ ne prenne pas la valeur O ; image du connexe J de R par 6, 
qui est de classe C*7 ! et donc continue, 0‘(J) est un connexe de R; il en résulte que l'application 
sgn + @" est constante. Selon que 8 est strictement croissante ou strictement décroissante, on écrit 
8eDiff,(J, 1) ou 8e Diff (J, D). 
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Réflexivité : on a f = f o Id; avec Id,e Diff (I, 1); 


Symétrie : si g = f 98 avec 8e Dif(J,1), alors f = g o07!, avec 
8”! e Diff, J); 

Transitivité: si g=/fe0 et h=goæ avec BeDiff“{(J,1) et 
we Diff(K, J), alors h = f °(8 em), avec 0 og e Diff{K, 1). Le) 


REMARQUE. — Si les arcs paramétrés (I, f) et (J, g) sont C*-équivalents, 
alors les intervalles J et J sont de même nature topologique (ouverts, fermés, 
ou semi-ouverts). C’est ainsi que parmi les trois arcs paramétrés introduits 
dans la première remarque du 2° ne figurent pas deux arcs C°-équivalents. 


NOTATION. — Les représentants d’un C*-arc géométrique T' sont appelés 
paramétrages admissibles, ou, abréviativement, paramétrisations de T. Avec la 
notation du théorème précédent, on dit que 8 est un changement de 
paramétrisation. 


REMARQUE. — Deux arcs paramétrés C*-équivalents sont C-équivatents pour tout k' tel que 
O<k <k, mais deux C**!l-arcs paramétrés peuvent être C*-équivalents sans être C**!. 
équivalents, ainsi que le montre l'exemple suivant, dans lequet &# = R° : 

1 = [0,2]; Jfestt + (2,0); (1, f} est de classe C®; 
J=[01]; gestu ru +u2)20);  (J, g) est de classe C2. 


Tout 6e Diff (J, 1) tel que g = f °8 doit vérifier : 
Vue[0.1] Gte{u +u%2 —(u +} n [0,2]. 


La seule solution possible est donc u +—+ u + uw? qui appartient à Diff! (J, D), mais non à 
Diff? (J, 1). 


e Points d'un arc géométrique. — DÉFINITION II. — On appelle point d'un 
arc géométrique T toute classe d'équivalence de triplets (J, f, t), où (J, f} est une 
paramétrisation de [ et t un point de !, pour la relation — définie par 
(I, ft) = (J,g,u) signifie qu'il existe 8e Diff*(J, 1) tel que g = f °8 et 
t = O(w)». Le point f(t) du support de T est appelé image du point de F 
représenté par (1, ft). 


Le lecteur justifiera cette définition en vérifiant que + est une relation 
d'équivalence sur l'ensemble des triplets (Z, ft) et que, si (1, ft) + (J, g, u), 
alors f(t) = g{u). es] 


© Sous-arcs d’un arc géométrique. — DÉFINITION II. — Soient L'un C*-arc 
géométrique et (I, f) l’une de ses paramétrisations. Pour tout sous-intervalle F' 
de I, le Cf-arc géométrique D’ dont une paramétrisation est le sous-arc (J’, f|1') 
de (1, f), est dit sous-arc de T.. 


Cette définition est justifiée par le fait que si (J,g) est une autre 
paramétrisation de T et si 8e Diff{J, 1) vérifie g = f +6, on constate, en 
posant J' = 8"!(J'), que F’ admet (J’,g[J') pour paramétrisation. O 


12.1 ARCS PARAMÉTRÉS 17 


Avec les notations de la définition III, pour tout t, e l' nous identifierons le 
point de T' représenté par (1, fl’, to) et le point de T représenté par (I, f, to). 


4 Propriétés C*-invariantes d'un C*-arc paramétré; propriétés d’un arc 
géométrique. — DÉFINITION. — Soit 7 un C“-arc paramétré. On dit qu’une 
propriété de y est C'-invariante si et seulement si tout arc paramétré C*-équivalent 
à y la possède. 

On définit de même une propriété C'-invariante du couple constitué par y et 
l'un de ses points. 


CoNvENTION. — On attribue à un C-arc géométrique toute propriété 
C*-invariante de lun de ses représentants. 


Voici des exemples : 


PROPOSITION I. — Toutes les paramétrisations d’un arc géométrique T ont 
un support commun, qui est dit support de T', et noté supp [. 


Avec les notations habituelles, g = f o 8 entraîne g(J) = f[8(J)] = (1). 


Notons que, d’après la première remarque du 3°, deux arcs géométriques 
distincts peuvent avoir le même support. 


CoRoOLLAIRE. — La multiplicité d’un point m du support d’un arc géométrique 
T relativement à une paramétrisation de L est indépendante du choix de celle-ci. 
On l’appelle multiplicité de m relativement à T.. 

Avec les notations habituelles : 


f7{({m}) = 0[g"!({m})] où 8 est une bijection. 


Proposirion IL — Soit M, un point d’un C*-arc géométrique T, k > 1. Si 
pour un représentant (Z, f, t,) de M, on a f'(t5) # 0, alors il en est de même 
pour tout représentant de M, et on dit que M, est un point régulier de T'; dans le 
cas contraire, on dit que M, est un point stationnaire de T.. 


Pour tout #eJ : g'{u) = 9'{u). f'(O(u)) et 8'(u) # 0. 


PROPOSITION IIL — Si une paramétrisation d’un arc géométrique D est un 
arc paramétré simple (resp. de Jordan ; resp. fermé simple ; resp. immergé ; resp. 
plongé), il en est de même pour toute paramétrisation de l, qui est dit arc 
géométrique simple (resp. de Jordan; resp. fermé simple: resp. immergé: resp. 
plongé). 


Le début est trivial La fin résulte de ce que, si f induit un 
homéomorphisme f de I sur % =suppF, alors f +8 est un 
homéomorphisme de J sur #, et il est induit par g. 
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REMARQUES. — a) Un C'-arc géométrique sans point stationnaire est un arc immergé. 


b) Le support d'un C!-arc géométrique est réduit à un point si, et seulement si, tous les points 
de l'arc sont stationnaires. 


e Le théorème qui suit va nous permettre de constater que le support d'un 
arc géométrique immergé peut être considéré comme une réunion de supports 
d'arcs plongés. 


THÉORÈME I. — Soit M, un point régulier d’un C‘-arc-géométrique F, k > 1. 
Alors, parmi les sous-arcs de T dont un point est M, il en existe un qui admet 
une paramétrisation cartésienne, et donc est plongé. 


Soit (1, ft), avec f’(t.) Z 0, un représentant de M... Il existe (!} un repère 
affine (0, e) de # vérifiant la condition : f'(t)€ Vect (e,, ...,e,). En notant 


f@ = 0 + Ÿ fe, on a donc fi(to) # 0, ce qui permet d'appliquer le 
i=1 
théorème d’inversion locale à f,, au voisinage de t, : il existe un intervalle 
ouvert l'eYift), tel que f, induise me Diff“(l', Q) où Q = fi(l') est un 
intervalle de R. Le sous-arc I” de F représenté par (4, fif} l’est aussi par (Q, +) 
avec : ñ 
p=(fljom! x r-0+xe + Y fie 'o, 
j=2 

ce qui montre que (Q, @) est un arc paramétré cartésien, et donc (proposition 
du 2°) un arc paramétré plongé ; on en déduit que est un arc géométrique 
plongé. 


e Une variante de la démonstration précédente va maintenant nous 
permettre de constater qu'un arc géométrique plongé est entièrement déterminé 
par son support (?). 


THÉORÈME II. — Deux C*-arcs paramétrés plongés, & > 1, de &, (I, f) et 
(J,g), qui ont un support commun sont C'-équivalents. 


F et g désignant les homéomorphismes de 1 et J sur 4 respectivement 
induits par f et g, f"! ° g est un homéomorphisme de J sur ! que nous notons 
8. Onag = f ° 8. Il suffit de montrer que 8 est de classe C*; la même propriété 
vaudra en effet pour 87! =g tof 

— Soient # € J et to = (us). L’arc (1, f) étant plongé, on a f’(to) # ©. 
(0, e) étant un repère de & qui vérifie f'(t)  Vect (e>, ...,e,), en notant : 


fO@=0+Y fe ona fit #0. 


i=1 


(*) Un tel repère peut se déduire d'un repère arbitrairement choisi de 4 par une permutation 
convenable des vecteurs de la base. 

@) Nous retrouverons ce résultats au 3.3.7, 1° sous la forme : le support d'un arc paramétrique 
plongé est une courbe (au sens des sous-variétés). 
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Comme ci-dessus, il existe un intervalle ouvert le Ÿ’,(t,) tel que f, 
induise & € Diff([’, 2), où à = f.(J'} est un intervalle de R. On désigne par J’ 
l'intervalle 07 (1) € Ÿ (us). 


En notant g{u) = O + Ÿ gi{uje, on a g, = f, 8, et il vient: 


i=1 
VueJ' gitu}) = ®(O(u)). 


La restriction de 8 à J’ est donc définie par u + æ° ‘(g,(u)), ce qui 
montre qu’il s’agit d’une application de classe C*. 
— Ceci s'appliquant à tout we J, 6 est de classe CE 


5° Ordre d'un point du support d'un arc géométrique. — DÉFINITION. — 
Soient lun arc géométrique et m un point de son support . On appelle ordre 
géométrique de m le cardinal, fini ou infini, de l’ensemble des points de T qui 
ont " pour image. Par point simple (resp. double, triple, .…) on entend un point 
d’ordre géométrique 1 (resp. 2, 3,..). 


(1, f) étant une paramétrisation de T, l’ordre géométrique de m est le nombre 
des points de T° représentés par des triplets de la forme(I, f, t)avecte f”1({m}); 
il est donc au plus égal à la multiplicité de m qui est le nombre de ces triplets, 
et il lui est égal lorsque cette multiplicité est 1 : tout point du support d'un arc 
simple est d'ordre géométrique 1 (i.e. point simple). Mais le lecteur trouvera un 
contre-exemple au 1.3.7 5°. 


Cependant le lecteur établira le résultat suivant : 


PROPOSITION. — Si, pour une paramétrisation (7,f) d’un C*-arc 
géométrique T,, la seule bijection 8 : 1 — 1, de classe C* ainsi que sa réciproque, 
vérifiant f c6 = f est Id, alors, pour tout point "m du support # de I, l’ordre 
géométrique de m est égal à sa multiplicité, 


Cette condition est évidemment remplie dans le cas d’un arc simple. 


6° Ares géométriques orientés, — & et ke N LU {+ } sont donnés. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — On obtient une relation d'équivalence sur 
l'ensemble des C‘-arcs paramétrés de £# en convenant que : «(J, f) est C*- 
positivement équivalent à (J, g) signifie qu'il existe une bijection croissante 8 : 
J — Tde classe C* ainsi que sa réciproque, telle que 9 = f ° 8 ». Les classes de 
C*-équivalence positive sont appelées arcs géométriques orientés de €. 


Démonstration calquée sur celle du théorème et définition du 3°. 


On étend à un arc géométrique orienté les notions de paramétrisations, de 
points de l’arc (éventuellement réguliers ou non), de sous-arcs, de propriétés de 
l'arc et, en particulier, de support, d’arc simple (resp. immergé, resp. plongé). 
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On remarque qu’un arc paramétré (I, f) représente à la fois un arc 
géométrique F, et un arc géométrique orienté F” dont toutes les paramétrisations 
sont des paramétrisations de L'; on dit que I” (dont le support est celui de T) 
est une orientation de T° et que le représentant (1,t + f(t)) de L” est orienté 
« dans le sens des t croissants ». 


PROPOSITION I. — Un arc géométrique l admet soit une, soit deux 
orientations. Dans le second cas, on dit que T est orientable; orienter TV, c'est 
alors distinguer l’une des deux orientations, notée T,, dont les paramétrisations 
sont dites paramétrisations directes de T. 


La démonstration, faite pour k > 1, vaut pour k = 0. _… 

Supposons que (4, f} et (J, g) représentent deux orientations distinctes de 
F, et considérons une paramétrisation quelconque (K, h). Avec les notations 
habituelles : 


g=f0o8, h=fo, h=go, avec 8e Diff (J, D). 


Si y appartient à Diff*, (K, J), alors (K, h) représente la même orientation que 
(J,g). Sinon on écrit h= fo(@o) et on constate, en utilisant 
8cwe Diff, (K, I), que (K,h) représente la même orientation que (1, f). 


PRoPosiTiON IL — Un C'-arc géométrique F dont une paramétrisation est 
(L, f} est non orientable si, et seulement s’il existe une bijection décroissante 
8:17 — I, de classe C* ainsi que sa réciproque, telle que f = f o 8. 


— Si la condition est remplie, on constate, en posant J = I et g = f °@ 
et en reprenant le raisonnement précédent, que toute paramétrisation de 
appartient à la même orientation que (1, f} ou que (J, g), qui n’est autre que 
(L f). 

— Inversement supposons que T est non orientable: u > — u définit une 
bijection @ de ! sur un intervalle J' de R et on ap"! e Dif®(F', 1); (l',f e @"!) 
est donc une seconde paramétrisation de F qui, par hypothèse appartient à la 
même orientation que (1, f); il existe donc une bijection croissante W : l' — 1, 
de classe C ainsi que sa réciproque, telle que f e@7! = few. D'où: 
f = fo(yog) On pose op = 8. CO 


Cette proposition montre que les arcs non orientables ne sont pas courants. Il en existe 
cependant, par exemple l'arc de R? représenté par ([— x, x], t + (cost, O)} 


CoroLLaiRE I. — Tout Clare géométrique T' dont une paramétrisation 
(L, f) vérifie : « la seule bijection 8 : ! — I, de classe C* ainsi que sa réciproque, 
telle que f °8 = f est Id;», est orientable. 

En particulier tout arc simple (resp. fermé simple) est orientable. 


REMARQUE. — Dans le cas d’un arc simple, l’ordre induit sur le support # par la bijection 
t + f(t) ne dépend pas du choix de la paramétrisation directe (1, f}; on peut donc orienter #. 
Ce résultat s'étend à un arc fermé simple. 
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CoRoOLLAIRE II. — Tout arc géométrique immergé est orientable. 
Ici k > 1. Pour tout 8e Diff (I, 1) on constate (en utilisant le fait que 
8 — Id; est une application continue prenant des valeurs positives et des 
valeurs négatives) qu’il existe t,e 1 tel que 8(t) = t,. Si, en outre, on a 
fe8 =f, on constate (85) — 1}f'{t0) = 0, ce qui exige f'(t,) = 0: d’où une 
contradiction. 


T° Conclusion 


a) En cinématique un arc paramétré (I, f) est un mouvement ponctuel 
de trajectoire f{D), de loi f. En revanche la notion d'arc géométrique 
n'a physiquement aucun intérêt : ce n’est pour nous qu'un simple procédé 
d'exposition. 

On pourrait s'en passer en ne considérant que des C*-arcs paramétrés 
mais, s'agissant des propriétés affines et métriques qui nous intéressent, 
il faudrait vérifier dans chaque cas la C'-invariance. 

b) On passe souvent du point de vue global, envisagé jusqu'ici, à un 
point de vue local {au sens de la topologie des intervalles de définition}, 
ce qui permet de travailler le plus souvent sur des arcs plongés (cf. 
théorème I du 4°). 


1.2.2. Étude locale des arcs 


Dans toute la suite, on suppose ke(N\{0})U£ + oo }. 
On commence par le cas des arcs géométriques. 


Données. — Dans ce paragraphe, T désigne soit un C*-arc géométrique de 
&, soit un Ct-arc géométrique orienté de & ; on note = supp F; M, désigne 
un point de J'; m, est l’image de M4. 


1° Variétés affines fondamentales de T'en M. — THÉORÈME ET DÉFINITION. 
— Soient (1, f, to)et(J, g, uo) deux représentants de M,. On pose : , = W = {0}, 
et, pour tout ie N{D) : 


V, = Vect (f'(to), .…, f'to)):  W, = Vect(g'(uo), .., 9 Xuo)). 


Alors, pour tout ie{0,1,...,k} on a V,= W, ce qui justifie la notation 
Vi = TT ; Mo); on dit que T:(T ; M) est le i-ième sous-espace fondamental de 
T'en Mo, et que &{7, Mo) = mo + Till, M5) est la i-ième variété affine 
fondamentale de T en Ms. 


Vs = W, résultant de la définition, il suffit de prouver V, = W; pour 
ieN,. 
Nous utiliserons 8 e Diff(J, 1) tel que g = f 08 et t, = G(uo). 


€) Si k est + co, alors pour tout je N, Ni_, désigne N\{0}. 
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— Vérifions d’abord qu'est vraie pour tout ie N, l’assertion : 


Il existe des applications &,,: J — I (je N,) de classe C*”{ telles 


(4) Que : 


gi = D FO 06, et we: = (67. 
is1 


(7) résultant de g' = 8'.f' 08, où 8° est de classe C*7!, nous pouvons 
considérer ie N,_, pour lequel (7,) est vraie. Pour tout j e N,, les f0 0 6 et les 
&;; sont de classe C!, ce qui permet d'écrire, par dérivation de gô: 
Ë F 
girn = D CARUELE D Ga. fü+0 0 6 
i=1 FE 


de la forme : ; et : 
gt = D CPS EL o8 
1 


avec : Gris = Gr Gien ist = Vs 
et : en, = O5 + Os pour 2<j<i 
Pour je N,:. les &,,,,, sont de classe C*7Ÿ71; (2,,,) est donc vraie. 
— Pour tout ie N,, (4) fournit à; ;(u5) = (8’{(u9}) qui servira au 3°, et 
ü 


guo) = ÿ (40) FU (Lo), et donc go) € Vi. 


1 


— On en déduit W,e V,; 


ë 


symétriquemènt V, = W, 


REMARQUES. — ag) Comme la notion de dérivée, celle de variété afline fondamentale ne 
dépend pas du choix de la norme de E. 

b} Soit (#°, W) une variété affine de (#, E) qui contient le support 4 de F. Tous les vecteurs 
dérivés envisagés ci-dessus appartiennent à W et les &,(T ; M) sont des sous-variétés de W”. Les 
variétés affines fondamentales ne changeraient d’ailleurs pas si l’on considérait T comme un arc de 
# (ie. si l'on considérait f comme une application de 1 dans #7). Cette remarque est 
particulièrement utile dans le cas où #° est une droite et, surtout, dans le cas où #” est un plan. 

ce) Soient F'e #'j(ts), et [' le sous-arc de T dont une paramétrisation est (}', f|F) Mo 
désignant aussi bien (d’après une convention déjà faite) le point de T représenté par (1, f t,) que le 
point de [” représenté par (1, fl’, t,) nous avons &,(T ; Mo) — &(l": M5) pour tout ie N,, ce que 
nous traduisons en disant que la notion de variétés affines fondamentales est locale (au sens de la 
topologie des intervalles 1 est non de celle de 7). Cette remarque est utilisée pour déterminer les 
&:(T ; Mo); grâce au théorème 1 du 1.2.4, 4°, on peut (si f'(t) # 0) faire en sorte que (F’, f |’) soit 
un arc paramétré cartésien. Elle permet aussi — ce qui est commode dans la pratique — de parler 
des variétés affines fondamentales de T au point m, du support (avec quelque précaution si m, est un 
point multiple). 


À partir d’un CÂ-arc paramétré (1, f) et de l’un des 
points Mo(to), le théorème précédent permet d’intro- 
duire directement les notions de variétés affines fonda- 
mentales (et donc celles de tangente et de variétés 
osculatrices qui vont suivre) de (J, fjen M,, et d'affirmer 
qu'il s'agit de notions C*-invariantes. 
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THÉORÈME IL — Soit (Ÿ’, |) une variété affine de (&,E). Pour tout 
représentant (1, f.t,) de M,, pour toute distance d de la norme, et pour tout 
ie{0,...,k} les assertions suivantes sont équivalentes : 


i) Ÿ” contient la variété affine fondamentale &,(T ; Mo); 
hi) Ô: € +— d(f(t}, Ÿ°) est négligeable devant t + (t — t,) au voisinage 
de t4. 


L’indifférence du choix de d résulte du théorème du 1.1.4, 1°; nous 
pouvons donc nous limiter au cas où d est une distance euclidienne. 
Preuve de i) = ï]. Nous supposons ici : 8; € Ÿ. Soit (e,,...,e) une 
base de V. D'après 11.6.2.1, 1° : 
Gram (mf(t),e,,...,e,) |? 
Vtel ë(t) = [Eee ne) | 
Gram (e,,...,e,) 


Par la formule de Taylor-Young à l’ordre À, nous avons : 


mof tt) = v() + (t — to)elt), où lim e(t) = 0, 
Be to 
et où v(t) = D L fo) appartient à T; et donc à F. 


Un en de Gram ne changeant pas quañd on ajoute à l’un des 
vecteurs une combinaison linéaire des autres, il vient : 
— 


Gram (mof(t), 1, ...,e4) = Gram({t — to)e(t), €, ...,e) 


et donc : 


à) = jt 1E EG), e,,- | 


Gram (e,,... 


La proposition résulte de la continuité du déterminant de Gram. 


REMARQUE. — Si pour ie {0,...,k — 1}, Ÿ contient &, sans contenir &,,,, alors 8 est 
semblable à t mt -t,)*! au voisinage de ti. 
On le vérifie en écrivant, par Taylor-Young à l’ordre i + 1: 


@— to)" 


moft = 019 + net +) ave fr) éF. 


Preuve de ii) = i}. — I suffit de montrer qu’il n'existe pas ie {0, ..., k} 
tel que l'on ait simultanément &, & #° et ô(t) = of(t — to). 

— Sim, #Ÿ, on a 5(to) # 0, et donc on n’a ô{t) = of(t — to)) pour 
aucun ie{0,...,k}; 

— SimeŸ et 6, Ÿ, avec iefl, ...,k}, il existe je {0, ...,i — 1} tel 
que 8, Yet 6,1 Ÿ, ce qui implique (cf. remarque précédente) que à est 
semblable à r + Œ — t5)*1, et donc non négligeable devant t + (t — te). 
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Notons que le théorème et éventuellement la remarque s'appliquent lorsque 
Y est &; 


CAS PARTICULIER. — Si Ÿ’ est un hyperplan (!) affine k7!(0), on peut dans 
les énoncés du théorème IE et de la remarque, remplacer à par @ = k o f. 


Si la distance d est euclidienne, il existe en effet (11.6,2,2, 2°) une constante 
strictement positive C telle que à = Col. 


REMARQUE. — Dans ce cas particulier, le théorème IL se démontre 
directement en remarquant que, y désignant la partie linéaire de h, pour jeN; la 
condition fÔ(t,)e Vs’écrit y(f%(40)) = 0, et aussi pP{t0) = 0. 


On retiendra que, pour i € {0, ...,k — 1}, Ÿ° contient &, sans contenir &,,, 
si, et seulement si t, est zéro d'ordre i + 1 de ®. 


Enfin on notera que sgn © : : + sgn (A(/(t)) permet de discuter la position 
du point f(t} par rapport aux deux demi-espaces déterminés par l’hyperplan Y° 
(I1.5.3.4, 3°). 


2° Tangente à F en M, — THÉORÈME ET DÉFINITION L — Si l'ensemble 
{ieNLIT;(T ; Mo) # {0}} n'est pas vide, il admet un plus petit élément p, et 
GT; Mo) = mo + T,(T ; M) est une droite affine de & qui est dite la tangente 
à Fen M,; on la note tang (T'; Mi); toute variété affine de & qui contient 
tang (T; M5) est alors dite variété affine tangente à F en M. 


Conséquence immédiate de T,(F; M,) = {0} et de : 


VieN, hi SM Ei + où n; = dim T;(F; Mi). 


REMARQUES. — 4) Il peut se faire qu'un point multiple m, e & soit l’image de deux (resp. 
plusieurs) points de T en lesquels existent des tangentes : 


— distinctes : reprenant l'exemple a) du 1.2.1, 5° (fig. 4), le lecteur vérifiera que les tangentes 
aux deux points d'image (0, 0) sont dirigées par les vecteurs : 


Gt +1), 1-20 -1#)( +1), ave tef-1,1} 


et qu’elles admettent donc les équations respectives y = x et y = — x; 
— ou confondues (nous constaterons par la suite qu’il existe des supports tels que celui de la 
figure 6. 
b) H peut naturellement se faire que m, € # appartienne à la tangente à Ten un point dont 
l'image n'est pas m, (fig. ). 
mo 


Mo 
_ # 
FIG. 4. FIG. 5. 


€) En remplaçant k par une application affine de # dans R?, on constate que ce résultat 
s'étend à une variété affine quelconque. 
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PRATIQUE. — M, étant représenté par (7, ft), tang (T: M.) existe si, et 
seulement si f admet en r, un « premier vecteur dérivé non nul » f®(t,): alors : 


tang (PF: M) = m, + RfM(). 


En particulier, si M, est régulier, il existe tang (PF; Mo) = mo + Rf'(to). 


e THÉORÈME II — M, étant représenté par (1, f, t,), on suppose que tang 
(T'; Mi) existe. Alors il existe U e Ÿ’,(t,) tel que : Vte U{ts} SO # f(to) et 
(l'ensemble Z,, des droites affines contenant m, étant muni de sa topologie 
habituelle) : 


tang(F;: Mi)= lim A, avec A(r) = AfF(J(to), F0) (1) 


Et te Vo) 


On a ft) = 0 pour toutieN,_,; f(1), non nul, dirige tang (T'; Mo). 
Par la formule de Taylor-Young (étendue à une fonction de R vers un e.a.n. 
par utilisation d’un vectorialisé), il vient 


t)— ft 
lim ur) = f(t) où u(t) = p 110 = F{o) 2) 
PAENT) {@—t,} 
La non nullité de f(1,) entraîne l'existence de U e #’;(to) tel que, pour tout 
teU\{to}, on ait u(t) # 0, ce qui permet de disposer de la droite 
A(t) = f(eo) + Ru(r). Compte tenu de (2), le théorème du 1.1.2, 5° fournit : 


lim (Ru) = RP), 
12 to 1 € Ulto} 


qui n’est autre que (i) quand on se place dans le vectorialisé Cr 


e La notion de tangente géométrique(!), que nous allons introduire maintenant 
(intuitivement : celle de tangente à une courbe) est fondamentalement différente de celle qui a fait 
l'objet de la définition I, en ce sens que la topologie qui va intervenir est celle qui est induite par la 
topologie de # sur une partie de #, et non plus la topologie d’un intervalle de R (au chapitre 3, 
nous introduirons la notion de tangente à une nappe, avec une troisième signification). Posons : 


DÉFINITION IL. — Soient & une partie de & et m, un point non isolé de &. 
L'ensemble ®,, étant encore muni de sa topologie habituelle, s’il existe : 


lim AÎT (Mo, M) 


Mo. M € Emo} 


alors cette droite est appelée la tangente géométrique à € en mi. 


{) L'adjonction de l'adjectif géométrique est une précaution dont on peut se dispenser 
lorsqu'il n'y a pas d’ambigüité, 
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EXEMPLE. — Soit # © R? le graphe d’une application g d'un intervalle ?  R dans R, dérivable 
au point 4€ I. On note mo = (to. gite). Alors 4 admet la droite & = m, + R(1, gt0)) pour 
tangente géométrique en ms. 


L'injection f : (4, g()} induit une bijection f de 1 sur #, continue en ft, ce qui permet 
d'affirmer que m, est un point non isolé de #; notons que Ÿ"", restriction de la première 
projection, est continue sur #. 

Pour t # 19, A(r) = Aff (ms, (t, g{t)) est une droite dont la direction ne contient pas jet dont le 


4) — g{t 
coefficient directeur est u{t) = 207 gt), 
tt 


De lim pu) = g'(f0), on déduit (1.1.4, 3°): 


tot Éto 
lim At) =8 @) 
tot # to 
On constate : 
Vme S\{mo}  AffGmos m) = (A o J7')(m) 6) 


Grâce au théorème de composition des limites (JIT, 2.2.2, 3°), la proposition se déduit de (2) et (3), 
compte tenu de la continuité de f7! en mo. Q 


e Reprenant le C*-arc géométrique F et le point M, de F nous allons montrer que, sous 
certaines conditions, les tangentes introduites dans les définitions I et II coïncident. 

THÉORÈME III. — M, étant représenté par (1, f, t,), on suppose qu'existe 
& = tang (T, M.) et qu’en outre f induit un homéomorphisme ÿ de J sur le 
support &. Alors admet & pour tangente géométrique au point "1,, image de 
Mo: 


La démonstration se calque sur celle de l'exemple précédent, en 
remplaçant (2) par la relation (1) du théorème IT, visiblement applicable. 


REMARQUES. — a) Le théorème III s'applique en tout point d'un arc de Jordan admettant 
une tangente, et en tout point d'un arc plongé. 


b) Il ne s’applique pas nécessairement en un point simple non stationnaire (cf. exemple de la 
figure 3, au 1.2.1,1°. 

c) Si m, est l'image de plusieurs points de là tangentes distinctes, 4 n’admet pas de tangente 
géométrique en m,, mais on peut en général trouver des sous-arcs de ” dont le support admet une 
tangente géométrique en mo. 


THÉORÈME IV. — M, étant représenté par (I, f, t,), on suppose qu’existe 
tang (T; M), et qu'en outre le support 4 admet une tangente géométrique & au 
point m, image de M. Alors & = tang (T ; M). 


Par hypothèse : 


GE = lim Dm), où D(m) = Af(mo, m). G) 


momime {mo 
Avec les notations du théorème IL, qui s'applique : 


VreU\(to}  A() = (® e fr) 
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Compte tenu de (3) et de la continuité de fen t,, le théorème de composition 
des limites donne : 
G = lim A 
Lot e Uto) 
Il suffit alors d’invoquer l’unicité de la limite. Q 
e L'exemple suivant va nous montrer que : 


— il n'existe pas toujours une tangente en tout point d'un C®-arc; 
— il peut y avoir une tangente géométrique en un point m, du support, sans 
qu'il y ait une tangente en un point de l'arc dont l'image est ms. 


EXEMPLE, — Soit T l’arc géométrique de R? représenté par (R, f), avec: 
fO=(0,0: JW =te-tle à r #0. 


D'après II1.4.2.1, in fine, T est C®. Soit M, le point de T° qui est représenté par (R, f, 0); en M4, 
tous les sous-espaces fondamentaux sont nuls et il n’y 4 pas de tangente (au sens de la définition I). 
En revanche au point m, = (0,0), image de M,, le support & de F, qui est un intervalle de la 
droite 2 d'équation y = x, admet une tangente géométrique, la droite elle-même. 


3° Orientation(?) de la tangente à T'en M,. — Soient (1, f, to) et (J, g, to) 
deux représentants de M, liés par g = f °8,avec@e Diff (J, I)et tr, — G(uo). 
On suppose qu'existe tang (l'; M6) = &,(T : Mo), de direction 7,(F ; M). 


Compte tenu de fût) = 0 pour tout je N,_;, le calcul du 1° donne: 


940) = (8 (Ho) FPE) 


ce qui montre que les deux bases (f(t4) et (g®(u)) de TT; Mo) 
appartiennent à la même orientation si, et seulement si (9/(u,)}” > 0. Dans le 
cas où Fest un arc orienté, cette condition est toujours remplie, et on dispose 
d’une orientation « intrinsèque » de tang (T ; M.) (ie. représentée par (ft) 
pour toute paramétrisation (I, f) de F). 

Dans le cas où Fest un arc orientable ou non, et où p est pair, on dispose 
encore d’une orientation intrinsèque de tang (T°: M). 

Dans le cas où F est un arc orientable et où p est impair (en particulier 
dans le cas d’un point régulier d’un arc orientable), on choisit une orientation 
directe T, de F et on qualifie l'orientation intrinsèque de tang (F,; Mb) 
d'orientation directe de tang (T; Mo). 

Si la donnée est un arc paramétré (1, t+- f(t)) celui-ci sera considéré 
comme orienté dans le sens des t croissants; nous dirons que f/(1,) dirige la 
tangente orientée au point Mo(to). 


4° Variétés osculatrices à T en M. — Reprenons la suite, croissante pour 
l'inclusion, des variétés affines fondamentales de F en M4. Il est clair que : 


si 6,41; M) # 6T; M) alors dim&,.,(T: M) = 1 + dim &,(T ; M). 


(1) On rappelle (11.5.4.2, 5°) que tout espace affine de dimension finie, (#’, V), est orientable, et 
qu’une orientation de Ÿ° est représentée par une base de F. 
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A tout entier i < min (#, k) on peut associer {je N|dim&,(T ; M) = à}. Si cet 
ensemble n’est pas vide, il admet un plus petit élément que l’on note p;, avec 
Fi < p; < k. On dispose ainsi de la famille (Pw Ps « . ., p,), Qui est non vide 
puisque ps = 0, et finie puisque h < min(n,k); elle est dite famille 
caractéristique de F en M,. On pose : 


DÉFINITION I. — Pour tout ie {0, ..., h}, la variété affine fondamentale 
6,(T ; Mi) est dite variété osculatrice de dimension i de F en M4. 


On dispose dans tous les cas de &, (T ; M5) = {mo}. L'existence de p, (qui 
est l’entier p du 2°} conditionne celle de &, (1; M5) = tang (T ; Mi). Lorsque 
p2 existe, on dit que G,,(l; M) est le plan osculateur à T'en M,, que l'on note 
osc (T; Mi). 


DÉFINITION IL. — On dit que M, est un point i-régulier de T si, et seulement 
si, en ce point : (0, 1, ...,i) = (Po, P1, -. ., Py). Un arc géométrique i-régulier est 
un arc donc chaque point est i-régulier. 


C'est ainsi qu’un point l-régulier est un point régulier, et qu'un arc 
L-régulier (ou régulier) est un arc immergé. 


+ Nous allons maintenant étendre le théorème II du 2°. 


PROPOSITION. — M, étant représenté par (J, ft) on suppose qu'existent les variétés 
osculatrices de dimensions i et i + 1 de l'en M,; elles seront abréviativement notées &, pe &. 


Per 
Alors il existe un voisinage U de t, pour I tel que: Éà 


Ve U\{to  JOÉ, 


et (la grassmannienne Sisi,suy étant munie de sa topologie habituelle) : 


q im  #@ où  Y(= ANG, L fl) 


Me teur) 


Le théorème et la remarque du 1.2.2, 1° appliqués à Ÿ = &,, (et &,,, € Ÿ), montrent que 
d(f(o,#,) est semblable à | — tol*!, ce qui justifie l'existence de U. 
Pour tout te U\{0}, Y'(t) est ainsi de dimension i + 1, et sa direction F/(r} admet la base 


PGO... PU), mof(). Compte-tenu de fÜ(t)e T, pour je {1,..., pis, — 1}, la formule 
de Taylor à l’ordre p;,, donne : 


a e — 1) 
mof() = ut) + ue DC + et) 
1+1° 
avec : uWeT,, et lim ef =0 


ETAT 


V(+) admet donc la base (ft), .…, FO), FO l{re) + e(D). On achève la démonstration en 
utilisant la topologie finale de &,,, et le théorème de composition des limites. 


5° Image d'un arc géométrique par une application différentiable. — Soient 
(&,E) et (F, F) deux e.a.n. de dimension finie, et ® une application de classe 
CK(k > 1) d’un ouvert U de & dans F. 

Si (1, f) est un C-arc paramétré (1 < k & K') de & dont le support # est 
inclus dans U, alors (1, ® of) est un Ct-arc paramétré de #, de support D(#). 
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On véritie que si les arcs paramétrés (I, f) et (J, g) de & sont C"-équivalents, 
alors les arcs paramétrés (1, D © f} et (J, ® o g) de # le sont aussi. D'où la 
possibilité de définir, par passage au quotient, l'image par ® d’un C*-arc 
géométrique F de & dont le support est inclus dans U : c’est le C-arc 
géométrique de #, noté ® o T°, dont une paramétrisation est (1, ® o f}si (1, f} 
en est une de F. On note ® + M le point de ® o I dont un représentant est 
(4, D o ft) si(L, f, 1) en est un du point M de l': si mest l'image de M, dm) est 
ainsi celle de ® o M. 

En utilisant (D o f}(1) = dD(/(r)). f'(t, on constate que si M est régulier 
et si dD(f{t} e Z(E, F) est injective, alors ® + M est régulier et la direction de 
tang (Do T; D o M) est l'image par dD(f(1)} de celle de tang (T ;: M}. Ce 
résultat subsiste sous la seule condition f’(r) é Ker dD(f(e)). 

— Étudions plus particulièrement le cas où ® est une application affine 
de & dans #, de partie linéaire @, ce qui implique que ® et @ sont de classe C*®. 
Pour tout 1 <j< k, on a ici 


(De FYKEO) = PES o)]. 


D'où, pour { <k: 
T{DoT: boM)= [TT MN] ct &(DeT;:deM)= O[8(T: M) 


On en déduit que, si (p1, ..., p,) est la famille caractéristique de l'en M, alors 
pour tout ie {0,...,h}, la variété osculatrice de dimension i de Ten M, a 
pour image par ® une variété osculatrice de D + T'en d e M dont la dimension 
ï vérifie à <i, et i = i si ® est bijective. 

Remarquons qu'un isomorphisme affine transforme un arc géométrique en un arc de même nature 
(compact, simple, fermé simple, immergé, plongé) et retenons qu'il conserve la tangente et le plan 
osculateur. Le titre du présent chapitre, propriétés affines des arcs, trouve ainsi sa justification. 


EXEMPLE : PROJECTION CYLINDRIQUE. — Éci & est de dimension 3, est un plan affine de #, ® 
est la projection de & sur #, parallèlement à une direction de droites À # F (c’est une application 
affine non bijective). 


a) Si T admet en M, une tangente &, dont la direction n'est pas À, alors la projection 
T'æebof de L admet 8, = ®O(8,) pour tangente en M, = D e M, (lg ) 

B) Si T admet en M, une tangente ©, de direction À et un plan osculateur &,, alors [' admet 
€ = D(E,) pour tangente en M, (fig. );en anticipant sur 1.2.3, 2°, le lecteur vérifiera que, dans le 
cas général où M, est tri-régulier, M4 est un point de rebroussement de première espèce de [”. Ces 
résultats pourront être interprétés au 3.2.1, 2°, en liaison avec l'étude des plans tangents aux 
nappes cylindriques. Nous laissons au lecteur le soin de les étendre à une projection conique (bien 
que celle-ci ne soit pas une application affine). 
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6° Arcs dont le support est inclus dans une sous-variété affine de &. — Rappelons (remarque b) 
du 1.2.2, 1°) que toutes les variétés affines fondamentales d’un arc géométrique F sont incluses dans 
toute sous-variété affine de & qui contient supp [. 

Nous allons établir des réciproques. Pour cela, nous utiliserons : 


® PROPOSITION. — Soient E un espace vectoriel normé (de dimension finie ou infinie), ? un 
intervalle de R, et F: 1 — E une application de classe C° vérifiant : 


FO = QUE + 027 + ce + pFÜT 0 


où w,; - .., ; sont des applications continues de } dans KR. Alors il existe un sous-espace vectoriel 
de E, de dimension au plus égale à i tel que : 


VIEI  FWeF. 


tO€Ï ayant été arbitrairement choisi, soient = Vect (Ft)... FU D{r)) et W un 
supplémentaire de V dans E ; pour tout r € !, w(t) désigne la projection de F(+) sur W parallèlement 
à V’; on dispose ainsi de w:1 — W, application de classe C’. On constate que w est solution sur { 
de l'équation différentielle linéaire d'ordre à (à l'inconnue y € H”): 


D pui) ee qu — oi = 0 


et qu’elle vérifie les conditions initiales : 
Po) = Yo) = +7" = pro) = 0 


D'après le théorème d’unicité du 1V.5.1.5, 1°, w coïncide avec l'application nulle de F dans W. 


O 
Revenons au cas où (#, E) est affine de dimension nie #. 


+ COROLLAIRE I. — Soit Lun C‘-arc géométrique de #, i-régulier mais dont aucun point n’est 
( + 1)-régulier (1 < À < k}. Alers supp T est inclus dans une variété affine de dimension i de &,. 


Soient (I, f) un représentant de T et 1,€ 1, arbitrairement choisi. 

Pour tout 1 € I, les systèmes (J°(9), .……, (0) et (F0, …, f+ 11} sont respectivement libre 
et lié. 11 existe donc des applications 6,,..., 6; de F dans R telles que l'on ait l'égalité entre 
applications de dans E: 


FAR =pf + + quo 

Pis... @, Sont continues, ainsi que l'on s’en assure en exprimant @,(), ..., it) à l’aide des 
composantes de f’(t) dans une base fixe de E. On peut donc appliquer la proposition précédente 
avec F = j': pour tout tel, j'{t) appartient à W = Vect (f'(to) ..…., JU(to)), qui, d'après ta 
i-régularité de F, est de dimension i 


t 
Il en résulte que f{t) — flto) = Î J'(u) du est un vecteur de F. D'où : 


t 


suppT € f{to) + V. (mn 


CAS PARTICULIERS. — a) Le support d'un C?-arc régulier dont aueun point n'est bi-régulier est 
un intervalle de droite. 
supp Fest inclus dans une droite d’après le corollaire; de plus il est connexe. 0 


b) Le support d'un C#-arc bi-régulier dont aucun point n’est tri-régulier est inclus dans un plan. 


e CoROLLAIRE II. — Soit Lun C-arc i-régulier de & (1 < i < K); on suppose qu'il existe O € € 
tel que, pour tout point M de T', O appartienne à &,(T ; M) sans appartenir à &,_, ([°; M). Alors supp 
T est inclus dans une variété affine de dimension i de € contenant O. 
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Soient (1,f) un représentant de D et tel. Nous posons F(1) = f() — O. D'après 
l'hypothèse, pour tdut + € 1, (F'(), ..…, FÜ()) est libre, (F(t), .…, Fr) est lié, (F(9, .…, FC) 
est libre. 11 existe donc des applications @,, ...,@; de 7 dans R telles que : 


FO QUE + + oFÜT 0 
et on constate, comme ci-dessus que @,, . .., @, sont continues. On peut appliquer la proposition 


précédente : 


pour tout tel, F(t) = f{t) — O appartient à V = Vect (f(to) — ©, f'(to), ..…, F7 {eo)), qui 
est un sous-espace vectoriel de E de dimension i. 


Cas PARTICULIERS. — a) Soit D un arc régulier dont toutes les tangentes contiennent un point 
fixe O é supp T. Alers supp L est un intervalle d’une droite qui contient O. 

b) Soit T un arc bi-régulier dont tous les plans osculateurs contiennent un point fixe O, qui 
n'appartient à aucune tangente. Alors supp D est inclus dans un plan qui contient O. 


1.23. Construction locale du support 


Ce paragraphe est un prolongement du 1.2.2. Nous reprenons les données 
du début du 1.2.2. 


1° Recherche des variétés osculatrices de T en My. — A partir d’un 
représentant arbitrairement choisi (I, f, t.) de M,, on étudie les f (1), j e NL. 
On obtient ainsi la famille (p,, ..., p,), avec h < min(n, k}. Pourie{0, ...,h}, 
la variété osculatrice de dimension i, &,(T ; M4), êst alors déterminée par le 
repère (mo: flo), ...,fP(t). 

Le théorème du 1.2.2, 1° et la remarque qui lui est annexée permettent, dans chaque cas 
particulier d'étudier, au voisinage de 1, la distance de (+) à une variété affine #° de € qui contient 
mo. En faisant # = &,(T; Mo) on constate en particulier : 

PROPOSITION. — Parmi les variétés de dimension ; qui contiennent M,, la variété osculatrice en 


M est celle dont le support de l'arc est «le plus proche» au voisinage de t,. 


Étudions maintenant deux cas particulièrement importants. 


2° Are plan(n = 2). — Nous nous limitons au cas où F admet en M, une 
famille caractéristique de la forme (0, p, q), ie. où h = 2, ce qui implique k > 2. 


T admet en M, la tangente 5, = mo + RfV(t), représentée paramétrique- 
ment (dans un repère (0; i, j) quelconque) par : 
x = x (to) + AxXP(to)  } = (to) + AP), 


et un plan osculateur qui est & lui-même. 
La formule de Taylor-Young nous assure qu'il existe un voisinage W de t4 
(pour 1} sur lequel : 


10 = mo + eo) + 200) + EE te) + 01e — 15) 


(D) 
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où e(t} est un vecteur colinéaire à fPI(t,) qui tend vers 0 quand t € W tend vers 
to. 

Rapportons & au repère affine Æ = (mo; f to), f'?(to)) et désignons par 
X(:) et Y(t) les coordonnées du point f{t) dans Æ. Nous constatons que, au 
voisinage de #0: 


XO-(6-ÿ/p!,  YD-(6-%)/a! Q) 


D'où les signes de X(r) et Y(t) au voisinage de to, ce qui permet de tracer 
localement (*) # = supp T (la flèche indique l'orientation dans le sens «des t 
croissants »). 


Pmpair: q_pair 


FIG. 8. 


On peut étudier la position de f(f) par rapport à urte droite affine 
quelconque, ?, contenant le point m,,. Si aX + BY = 0, avec (a, B) Æ (0, O), est 
une équation de Z dans le repère , il suffit en effet (11.5.3.4, 3°) d'étudier 
sen (aX (4) + BY(t)); le cas © = &, correspond à (a, B} = (0, 1). Nous avons, 
d’après (2) : 


— Si D #6, (a # 0): aX(r) + BY() — aft — t)"/p! 

— Si 2 =8,((& B) = (0,1): aX(r) + BFC + (r — 20)/g ! 

D'où la discussion (on suppose que t, est intérieur à 1): 

Cas n° 1 : L’arc « traverse » toute droite  Z# &, :ilexiste We Ÿÿ(to) tel 
que f(#) est dans l’un ou dans l’autre des demi-plans ouverts définis par Z 
selon que t appartient à W n 1] o,t,[ ou à W Alto + œf. 

L'arc «ne traverse pas » la tangente &, : il existe We Ÿ’(t9) tel que pour 
tout te W\{to}, f(t) appartient à celui des demi-plans ouverts limités par & : 
qui s'écrit (avec une notation se comprenant d’elle-mème) : 


mo + RfP(S) + RAF) 


{} Rappelons que local s'entend au sens de la topologie de 1 : il peut exister dans tout 
voisinage de m, d'autres points de 4 que ceux que nous représentons ici (reprendre la lemniscate 
du 1.2.,1°, avec m, = (0, 0). 
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et qui est appelé concavité de T en M, Dans ce cas n° 1 (qui est, en particulier, 
celui d'un point bi-régulier) on parle de point ordinaire et quelquefois (cf. ci- 
dessous) de point mépiat. 


Cas n° 2 : L’arc traverse toute droite %, y compris la tangente; on parle 
de point d'inflexion. 

Cas n° 3 : La tangente est la seule droite que l'arc traverse: on parle de 
point de rebroussement de première espèce. 


Cas n° 4: L’arc ne traverse aucune droite; on parle de point de 
rebroussement de deuxième espèce. Dans ce cas, l'étude des positions relatives 
des parties de 4 qui correspondent à t < 1, et t > t, peut être délicate (c'est 
ainsi que, dans le cas de l’arc de IR? représenté par t + (r?, 1“), ces deux 
parties sont confondues). 


e Pratique. — On revient à un repère (0;i,j) quelconque et à 
f() = 0 + x()i+ y(rj En remarquant que f'{to) # O exige 
to) # 0) v (vo) # 0), et que x'(t) # O s'écrit f’(0) # Rj, et implique 
x'() # 0 au voisinage de t,, démontrons : 


Proposirion. — Soit M, un point bi-régulier en lequel /”(t,) # Rj. Alors les 
assertions suivantes sont équivalentes : 


ï) La concavité en M, est le demi-plan m, + Rf'(t) + R#j (te. le point 
mo + j est dans la concavité) ce que l’on traduit par « la concavité est tournée 
vers les y > O0»; 


ii) x’ ox’ (to)v" (to) — x”{to)y' (to) > 0 (ce qui s’écrit y"(x,) > 0 lorsque 
le paramètre est l’abscisse) ; 


it) La fonction pu : +1 — y'(t}/x'(t) vérifie : x'(t).u'(to) > 0. 
L’assertion i) s'écrit : 

= af (to) + Bf”(60) avec B > 0. 

B = det Ps = det PEjjdet PA 10) 

D'où l'équivalence de i) et ïi}. Celle de ïi) et üli) résulte de : 

H'(to) = ((to)} * (6 to)" (to) — X"{t0)} (to). Ü 
REMARQUES À. — a) Une condition nécessaire, non suffisante pour que M, soit un point 

d'inflexion est : 
X(o)3" Co) — XGo)y' Go) = 0. 


b) Par Taylor-Young, nous obtenons : 


née E— +4 a 
detg, n°, 'O) + G-D'Q- 21 HAUTE AU) 
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Il y a donc permanence du sens de la concavité, au voisinage de t, pour chacun des sous-arcs 
correspondant à £ > tett < t,. Ceci justifie les tracés intuitifs de la figure 10 (avec la réserve déjà 
faite dans le cas n° 4). 


Terminons par une autre série de remarques. 


REMARQUES B. — a) Au voisinage de t6, d(f{t), Ÿ°} est : 
— semblable à ff —1,[" si #° est soit {m,}, soit une droite 2 # &, contenant m, 
— semblable à jt — #0l9 si #° est &, 


Il en résulte que : d(f(#), &,) est semblable à [d(f(#, m,)]#?. Selon que q/p est plus grand ou 
plus petit que 2, on dira que l'arc est « plus proche » ou moins proche de la tangente que dans le 
cas d’un point birégulier. Un point ordinaire tel que g/p > 2 est dit point méplat. 


b) À titre d'exercice, le lecteur étudiera le cas où, dans un repère (0 ;i,j) quelconque, 
f = 0 + #i + rj Il montrera que f‘(0) = 0, f*(0) = 2i, f’”(0) = 3j, et donc que M, est un 
point de rebroussement de première espèce, à tangente © + Ri; l'arc est moins proche de la 
tangente que dans le cas d’un point bi-régulier. 


c} La nature géométrique des résultats obtenus montre que le choix du représentant (I, f to) 
de M, est indifférent. Nous connaissons ce résultat en ce qui concerne la tangente et la suite 
caractéristique. À titre d'exercice le lecteur pourra le vérifier pour la concavité en montrant que, si 
(E fito) et (J,g,u9) sont deux représentants de M,, alors : 


mo + RFO) + RE SL) = mo + RgPo) + RP (uo). 
d) Un point de rebroussement est un point stationnaire (p > 1), mais la réciproque est fausse. 


e) L'étude ne s'applique que si la famille caractéristique en M, contient deux termes non 
nuls, ce n'est pas toujours le cas (par exemple si # est inclus dans une droite). 


f) Par contre, si c'est le Cas, la connaissance de la position de # par rapport aux droites 
affines contenant mç, peut fournir les parités de p et 4 {par exemple, s’il existe deux droites distinctes 
non traversées, M, est un point de rebroussement). 


g) L'étude, qui repose sur la formule (1), reste valable si on remplace celle-ci par un 
développement limité non obtenu par Taylor-Young; dans la pratique, on peut ainsi éviter des 
dérivations laborieuses. 

On peut aussi étendre l'étude au cas où f(t) admet une limite m, lorsque t tend vers + ©, ou 
— w; on remplace alors (1) par un développement limité au voisinage de + oo, où — co {cf. 
exemple au 1.3.1, 4° in fine). 


3° Are de &,. — Limitons-nous au cas où M, est un point birégulier de 
FT: (1, P2) = (4,2). Nous disposons en M, de la tangente &, = m, + Rf'{to) 
représentée paramétriquement (dans un repère quelconque) par : 

x = X{to) + Àx'(to), Y = Yo) + Ayo), 2 = Z{t9) + Az'(to) 
et du plan osculateur &, = m, + Vect(f'{to), f(to)) représenté para- 
métriquement par : 

2 = xt) + AXE) + Ux" (to) D = Y(to) + AY (to) + HY"(to), 
2 = 210) + Az (to) + z"(to), 
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et admettant pour équation cartésienne : 


x — x(to) X'(to) x”(to) 
Y— Yo) Yt) »'(o) | = 0 
Z—2(to) Z'te) 2”{to) 


e Rapportons & à un repère de la forme & = (ms; f'(to), f'(to), K) où 
K # T;. En procédant comme au 2°, nous constatons : 


AXE +66) Y)—(E—10)/2  Z(D = ot — tÿ°. 


Nous en déduisons qu’en m, Parc: 


— traverse tout plan P qui contient m,. mais n'est pas tangent: 

— he traverse aucun plan 2 qui est tangent, mais non osculateur en M,. 

Soient T” la projection de T sur le plan osculateur &, (parallèlement à la 
droite RK) et M, (d'image m,) la projection de M,. On constate que M4 est un 
point ordinaire de Let qu’il existe U e Ÿ(t,) tel que, pour tout te U\£t,}, la 
projection de f(t) appartienne au demi-plan ouvert ms + Rf(to) + R*f"{to), 
qui est appelé concavité de T en M4. 


F1G. 9, 


e THÉORÈME. — M, étant un point birégulier de T° représenté par (1, f, to), 
il existe un voisinage U de t, pour / tel que : 


VteU\{t}  f)étang(l; Mo) 
et l’on a : 
osc(T, M;)= lim (+) 


tto,te U\{ro} 
où Ÿ(f) désigne celui des plans tangents en M, à T° qui contient le point /{). 
Cas particulier important de la proposition 1. 2.2, 4°. 


e Jusqu'ici k > 2 suffisait. Supposons maintenant k > 3. 

— Si M, est tri-régulier, Le. si la famille caractéristique en M, est (6, 1, 2, 3), on peut adopter 
K = (fo), et ainsi : z{t) + (€ — 16)°/3 !, ce qui montre que l'arc traverse le plan osculateur en mo 
Gg. 11); en projetant sur les plans mç + Vect (f’(to), f’'(to)} et mo + Vect (f"{to), f’’(to)) on 
obtient respectivement un point d'inflexion et un point de rebroussement (d'image mo). 
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— Si fer, ke. si 8, =8:, on a Z(t)= oft — t)*; on dit alors que &, est 
surosculateur; en particulier si la famille caractéristique est (0, 1, 2, 4) on a Z{+) = (t —r0)*/4t'et 
l'arc ne traverse pas le plan osculateur en me. 

e A titre d'exercice, le lecteur pourra étudier, au voisinage de £,, la distance de f(t) à m,, à une 
droite contenant m,, à un plan contenant m. Il pourra pour cela utiliser soit le repère &, soit le 
théorème II du 1.2.2, 1° 


1.2.4. Branches infinies 


On travaille ici sur C*-arc paramétré. Au terme de l'étude, 
le lecteur vérifiera que la propriété avoir une branche 
infinie (resp. une direction asymptotique; resp une asymp- 
tote) est C*-invariante, ce qui permet de la transférer 
de l'arc paramètre à l'arc géométrique qu’il représente. 


Dans tout le paragraphe, on considère un C“-arc paramétré (1, f) d’un 
R-e.a.n. (&, E) de dimension finie n > 0; on se place dans le cas où il existe 
beR vérifiant : be I, où I est l'adhérence de I dans R (borne de I dans R, 
n’appartenant pas à 1). 


1° Branche infinie. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — On suppose qu'il existe 


Oe& vérifiant : lim ||Of(#}|| = + oo. 


tb 
Alors, pour tout O'e& : lim |[O’f(t)| = + oo, et on dit que l'arc (Z f) 
tb 
admet une branche infinie relative à b. 


Simple conséquence de : 


Y(O,09e€& Of] > HOW 100/1: 


2° Direction asymptotique. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’arc (1, f) 
admettant une branche infinie relative à b, on suppose qu’il existe un point O de & 
et une droite À de &, de direction 6, vérifiant : 


lim Aff (0, f(t) = A (4) 

tb 
Alors, pour tout 0’ € €, la droite Aff (0’, f(t)) admet, quand t tend vers b, une 
limite de direction 5, et on dit que 8 (dont l'unicité est évidente) est la direction 
asymptotique de la branche infinie considérée. 


En utilisant la définition du 1°, on constate que, (0, 0’) e &? étant donné, 
il existe W = V nI, où V est un voisinage de b, tel que, pour tout te W: 
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f(8 # O et f(e) À O', ce qui permet de disposer des droites AfF(O, f(r)) = 2, 
et Aff(0”, f(t)) = 2; de directions notées D, et D: 


(4) signifie lim ©,=A et implique (1.1.2,5°) l'existence d’une 
t-bieWw 
application u de W dans la sphère S de E vérifiant : 


VteW u(t) € D,; ve \{0} lim u(t)=v. 
{-biteWw 


— 


Pour te W nous avons Of(i e D, et donc : Of(:) = r(t}u(r): 


avec : rt = IOfÜI > 0 et lim {= + oo. 
tb,teW 


Ÿ 
Nous constatons que 7/0 est un élément de D:\{0} qui s'écrit : 
— FE 


70 + ur), et donc admet la limite v quand & € W tend vers b; il en résulte, 
u 


toujours d’après 1.1.2, 5°, que D; admet ia limite 6. 


REMARQUES. — a) Les topolcgies sur & et sur l’ensemble des droites de & étant 
indépendantes du choix de la norme, on constate qu'il en est de même pour l'existence d’une 
branche infinie et, éventuellement, d’une direction asymptotique, 


b) & étant rapporté à un répère, une condition suffisante pour qu'il y ait une branche infinie 
est qu’une des coordonnées admette + ou — oc pour limite. L'exemple de l'arc 
(R,t + (t cost, t sin t)} de R? montre que cette condition n’est pas nécessaire. 


c} Le même exemple montre qu’il peut y avoir branche infinie sans direction asymptotique 
associée, 


3° Aspmptote. — DÉFINITION. — L'arc (J, f) admettant une branche infinie 
relative à b, s’il existe une droite affine «7 de # vérifiant : 


lim d(f{t), &) = 0 
tb 
on dit que + est une asymptote de l'arc, associée à la branche infinie considérée. 


(L'indifférence du choix de la norme résulte ici du théorème du 1.1.4, 1°). 


THÉORÈME. — La direction À d'une asymptote 2 est direction 
asymptotique pour la branche infinie considérée, 


Pour t donné, on a : 
d(ft, æ)=d({@, #} 


où a = 4 nn B,(f(0), 1 + d(f(t, #) est un compact (fermé et borné} de #’; 
il existe donc g(t)e.# tel que : 


dÜf@®), #) = d{f) 90). 
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Ayant choisi Oe x, nous avons : JOgG)II > IIO/@)I — FUI, ce qui 
entraîne lim |[Og(r)|| = + co. 
tb 


I existe W = V AI, où V est un voisinage de b, tel que f(t) # O et 
g() # O pour tout te W. Ayant choisi un vecteur unitaire v de À, nous en 
déduisons (pour te W) : 


Og{t) = r(t}v, avec r(t) # 0 et lim fr) = + oo. 


tb 
1 —— 
Nous constatons que 76 0 est un vecteur directeur de la droite 
F 
Re — 
AfT (O, f ()) qui s'écrit v + 6 0/0, et donc admet la limite v. 
r 


Nous laissons au lecteur le soin d'établir : 


CoROLLAIRE I. — L’arc admettant une branche infinie relative à b, il existe 
une asymptote associée si, et seulement si les deux conditions suivantes sont 
remplies : 

i) La branche infinie admet une direction asymptotique 6 ; 

ii) La droite f(t) + à admet une limite quand t tend vers b. 


Il va de soi que i) peut être vérifié sans que ii) le soit (cf. 4°). 


CoRoOLLARE IL. — A une branche infinie est associée au plus une asymptote. 


EXEMPLE. — R° est muni de sa structure affine canonique et d’une norme 
(qu'il est inutile de préciser). L'arc (1,f) de R° est défini par : 


I=]b+o, fit RUES CES à 
= }l, œo[, ‘it Ê . 
PSNESNES! 
On constate qu'il y a une branche infinie relative à la borne b=1 de 1. De 
tir ; t—1 ojù = (1, 1, 1) on déduit l'existence de la direction asymptotique 5 = R(1, 1, 1). 
t-l,t> 


Pour t > 1, la droite f{f} + à, qui admet la représentation paramétrique : 


t ë Fe 


rencontre le plan © + Vect(i,j) au point qui correspond à À = — r à savoir 


t-1 
{—t(1 +59, —#2,0) Ce point a pour limite a = (— 2, — 1,0). L'arc admet done a + 5 pour 
asymptote. 
H y aurait intérêt à étudier simultanément l'arc {1° f), où F = ]— c«,1[. 


4 Branche parabolique d'un arc plan. — Soit (1,f) un arc paramétré d’un plan affine &, 
admettant une branche infinie relative à b, et une direction asymptotique associée à. Considérons 
une droite affine 2 = © + Ru, (u é Ô}, et désignons le point (f{t) + 5) n @ par gft) = O + o(tju. 
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L'arc admet une asymptote si et seulement si, quand te 7 tend vers b, g{t) admet une limite 
ae ® (lasymptote est alors a + 6), ie. si et seulement œ(f) admet une limite finie, 

Le lecteur vérifiéra que si p(t) admet une limite appartenant à {— 00, + }, il en est de 
même pour tout autre choix de 2 et de (0; u); on dit alors que l'arc (f,f) présente en b une 
branche parabolique de direction &. 


11 va de soi que si g(t) n’admet pas de limite dans KR, il n’y a ni branche parabolique ni 
asymptote, 


EXEMPLES. — a) & = R?; (1,/f) est (R, t +—(1, t?)), dont le support est une parabole. 

Les branches infinies relatives à + o0 et — ©, admettent l’une et l’autre une branche 
parabolique de direction R(O, 1). 

Le lecteur vérifiera qu’il en est de même pour (R, #£ +—+(, #2? + sin t)), ce qui montre que si l’on 
peut observer que toute branche parabolique a l'allure d'une parabole (ce qui justifie la 
terminologie), ce n’est vrai que grosso-modo. 

b) & = R?; (1, f) est (R, t —4{f, sin t)}. Il y a branche infinie relative à + oo, avec direction 
asymptotique R(1, Ci, mais il n’y a ni asymptote, ni branche parabolique. 


5° Pratique dans le cas d’un arc plan. — Le plan & est rapporté à un 
repère (0 ; i, j}. On étudie l'arc (I, f}, avecf(t) = O + x(rtji + y(#)j, qui présente 
une branche infinie en be IV, (be R). 

On élimine le cas où, pour tout voisinage Ÿ de b, il existe (t, )e(V n 1)? 
tel que x(t) = 0 et y(r) = 0; il n’y a alors pas de direction asymptotique. 

Quitte à intervertir les rôles de i et j, nous supposerons qu'il existe 
Ve Ÿ(b) tel que xt) # O pour tout te V nlIi. 


Recherche d'une direction aspmptotique. — La direction de la droite 
AFF (O, f(t)), de coefficient directeur y(t}/x(t}, ne contient pas j; le théorème du 
1.1.4, 3° s'applique et donne : 


Î 
i) Si im 20 =uHeR, alors RG + uj) est direction asymptotique; 
tb X 
D 0) : DEN : 1 
ü) Si lim PA = + 00, alors Rj est direction asymptotique (*), 
ip [xl 


ii} Dans tous les autres cas, il n’y a pas de direction asymptotique. 


Recherche d’une asymptote. — Étudions successivement les cas i) et ii) où 
il existe une direction asymptotique 6. Choisissons (cf. 4°) une droite affine 
2D=0O+Ru, (ué6), et étudions le point (f(t}) + 8) A2, noté 
g(@) = O0 + q(iu. 

Cas i}. — Ici 8 = R{i + pj}. On peut choisir & = O + Rj. Les droites Z 
et f(t) + & admettant les équations respectives : 


x=0 et y— (= px — x(1)) 


u 
€) Par raison de continuité, ceci ne se produit que si im 20 € ç_ 20, + oo}. 


tb x(t) 
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on obtient : 
pU) = y() — ux(). 


— S'il existe lim (y(r) — ux(t}) = à, &e R, alors la droite 7 d’équation 
tb 


y = ux + à est asymptote, et sgn (y(t) — ux(t)) permet de placer le point (+) 
par rapport aux demi-plans définis par +; 


— S'il existe lim (y(é) — ux(t)}e {— oo, + oo}, il y a branche 
tb 


parabolique; 
— Si y(t) — ux(t) n’a pas de limite dans KR, il n’y a ni asymptote, ni 
branche parabolique. 


Cas i. — Ici 8 = Rj. On peut choisir 2 = Ri; on obtient ainsi 
où = x(. 
— S'il existe lim xt} = à, «€ R, alors la droite 7 d’équation x = & est 
tb 
asymptote, et sgn (x(t) — «) fournit le « placement »; 


sty* 
# 
Fic. 10. Fi6. 11. 


— S'il existe lim x(t) € {— oo, + wo}, il y a branche parabolique: 
th 
— Si x(t) n’a pas de limite dans R, il n'y a ni asymptote ni branche 
parabolique. 


REMARQUES. — a} Le cas i) avec u = 0 est le cas ü}, après échange de i et de j. 
b) Dans le cas i) avec lu # O, x{t) et y(t) ont l'un et l'autre une limite dans {— «, + &}. 


En effet, par continuité, x(t) et donc y{t) gardent un signe constant au voisinage de b. D’autre 
part, au voisinage de b : 


QI < 2H et donc (Au + 1xG) 2 EN + LG 


Comme Jim (CO + [»()) = + oo, il vient lim |x{t}| = + oo. 
D 1h 


On raisonne de même pour |y{t} en changeant ju en 1/n CO 


Un cas favorable, — C'est celui de f : x 0 + xi + y(xij, avec be {— ©, + w}, lorsqu'on 
peut trouver un développement limité à l’ordre 2 de y(x)/x, suivant les puissances de 1/x, à savoir : 


70) CA 1 ; 
— = 89 + — + (a, + E(X)) = avec lim e(x) = 0. 
x x x—b 
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On dispose alors de l’asymptote d’équation y = ax + a, et, si a, # 0, on peut même placer le 
support de l’arc par rapport à l'asymptote (au voisinage de b). 


x? —2x -1 
A titre d'exemple le lecteur pourra étudier le cas de px) = 1% et montrer 
x 


que, au voisinage de + oo (resp. — co), p(x) s'écrit : 


D'où l’asymptote d’équation y = x — 3 et le placement. 


Complément: arcs asymptotes d'un plan affine. — I s’agit de deux arcs paramétrés de la forme 
(,.f) et (E, g), l'intervalle 1 admettant une borne b eT\I telle que : 


lim OA = + et limIg/@ = 0. 
tb tb 


On constate que chacun des arcs admet une branche infinie relative à b, et que, si l’étude de lune 


des branches a été faite, celle de l’autre en résulte grâce à lim g{#)f(#) = 0. On peut même, dans des 
tb 


cas favorables, placer l’un des supports par rapport à l’autre. 
Supposons, par exemple, que l’on ait à étudier un arc (4, f) admettant au voisinage de la borne 
beR de I un développement asymptotique de la forme : 


ft) = 0 + 5 —© di + à {e — b}v, + (8 — 2o)2e(r) 
isott —b) ini 
où les vecteurs u, et y; sont fixes, et où lim e(r) = 0. 
tb 
On dispose de l'are asymptote (1, g) avec : 


P 


+E 


— rh 


Dans la pratique, c’est intéressant lorsque le support de (1, g) est inclus dans une droite ou 
dans une parabole. Le lecteur notera cependant que les arcs t ++ {(t,sht), 1 (1, chi) et 
t H(t,e!/2) sont deux à deux asymptotes au voisinage de + oo, 


1.3. CONSTRUCTION DU SUPPORT D'UN ARC PLAN 


Dans le présent sous-chapitre, (#, E) désigne un plan 
affine normé, rapporté à un repère (0: i, j). Conformé- 
ment à l'usage, les droites O + Ri et O + Rj sont 
notées Ox et Oy et appelées « axe des x » et « axe des 
y»; les symétries affines par rapport à O, Ox (de 
direction Rij), Oy (de direction Ri) sont respectivement 
notées So Su Sy 
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1.3.1. Généralités 


1° Position du problème. — On se donne DER, réunion d’intervailes (non 
réduits à un point) et f: D — & définie par f{t) = 0 + x(t}i + y(fj. On 
suppose f de classe C*(k > 1) sur chacun des intervalles constituant D. Il en est 
donc de même de x et y. On se propose d'effectuer un tracé approximatif, mais 
aussi fidèle que possible, de f(D). Il s’agit donc de construire une réunion de 
supports d'arcs paramétrés. 


2° Intervalle d'étude. — On cherche à déterminer un intervalle 1 CR, 
d'amplitude aussi petite que possible, tel que la construction de f(D) se déduise 
aisément de celle de f(D n 1). On utilise pour cela : 


THÉORÈME I. — On suppose qu'il existe des intervalles À  NetI1CR, 
ainsi que des applications u : R — R et v : # — & vérifiant : 


ÿ D= Uni: 


ï) VteD  (u(t}e D) À (f@() = vf). 
Alors : f@) = U »(f( n 1) @) 
THÉORÈME II. — On suppose qu’il existe des intervalles À = Zet1=R, 


ainsi que des applications bijectives u : R ->R et v : & — € vérifiant : 


D=UwDei); 


Hi) VreD  (u(teD) À (u {re D) À (f(u() = v(f(0). 
Alors : fO) = Ü ”"(/@ n D) (2) 


neA 


Démonstration des deux théorèmes. — Notons d’abord que üü} implique 
que, pour tout teD, on a: f(u(u !{t}) = v(f(u (t}}}, et donc 
SU) = v (FO). 

— Une récurrence donne (dans les deux cas) : 

VteD VneA f(u“() = v{f(t). 
— Soit mef(D). Écrivons m = f(t), avec te D. On peut écrire : 


t = ut), avec peA et 1eDnl. 


On en déduit : m = v”{f{x)}, et donc me [ "{f(D n D). 
ne À 


— Inversement si me [ v{f(D n 1)), alors m = v"{f{t)), avec pe A et 
ne A 


reD nl, et donc m = f(w{r)) ef(D). 
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PRATIQUE. — On utilise surtout le théorème II. Pour cela, on commence à 
rechercher des bijections u et v vérifi” t iù); dans la plupart des cas, u est : 

— soitt 1 + T(TEeR*) a'uel cas on peut adopter (indépendam- 
ment de v): À = Z et I = [a, a + T], où « est arbitrairement choisi; 

— soitt ++ @ — t, auquel cas on peut adopter (indépendamment de v) : 
À = {0,1} et 1 = ]-— o,o/2] ou 1 = [o/2, + of. 


La méthode est efficace lorsque les v” distinctes (# e À) sont en nombre fini (par exemple 
lorsque v est une symétrie, ou (# étant euclidien) une rotation de mesure 2x/p, avec pe NX). 

Lorsqu'on a à l'appliquer plusieurs fois consécutives, on a intérêt à commencer à utiliser (si 
possible} u(t) = + + 7, Te R* étant aussi petit que possible; ce n'est qu’ensuite que l’on fait appel 
à ut) = oo —t 


PREMIER EXEMPLE. — D=R; x(t) = cos 4, pr) = sin 2t. Ici f{t + 7) = s{f{t). Nous 
construirons donc la partie du support relative à re[a,« + n] et nous compléterons par la 
symétrie 5,. 


Pour le moment, nous disposons du choix de &. Mais f(— t) = s,(f(1)) nous conduit à adopter 
a — — n/2, à faire le tracé pour te[0, n/2], (fig. 12), et à compiéter par les symétries s, et s,, dans 
cet ordre, (fig. 13). Les points doubles qui apparaissent seront précisés au 5°. 

Notons qu'avec cette méthode nous n'aurions rien ajouté en observant que f admet 2x pour 
période, ou que f(x — t) = so(f(t)) puisqu'il s’agit de conséquences des propriétés utilisées. 


"M Y 
© x * 
FIG. 12. FIG. 13. 
3° ‘Ébauche du tracé. — L'intervalle d'étude 1 est supposé déterminé 


comme ci-dessus. L'étude des variations de + ++ x(1) et t + y(t} et des 
branches infinies éventuelles permet une première ébauche du support. Celle-ci 
sera ensuite améliorée par l'étude plus précise de quelques points particuliers 
(le choix de ces points étant suggéré par la première ébauche) ; en particulier : 


4 Étude locale au voisinage d'un point. — En considérant f comme définie 
sur un intervalle, on se ramène au cas d’un point M,(te) d’un arc paramétré 
(1,f). La méthode générale (1.2.3, 2°} consiste à rechercher un développement 
limité de f au voisinage de t, (éventuellement par Taylor-Young). 
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Voici quelques remarques, qui peuvent être utiles : 
a) Si l'on sait que la tangente en M, existe, d'après le théorème II du 1.2.2, 2°, on peut 


n — pt 
l'obtenir comme lim  Aff(m,,f(t)), ce qui conduit à rechercher lim 20 7 »Go) x o) 
EINE TS Ptot #to XÛt) — X(to) 


dans R. 
Si, en outre, M, est stationnaire (x(t5) = y'{t,) = 0), on peut avoir l’occasion d'appliquer la 
règle de l'Hôpital : 


( im 70 ) ( 6 — Yo) ) 
im —<=4eR]) = Go —————=x|} 
tot # to) X'(E) 2 tot # to X(t) — X(to) 


b) S'il existe une tangente en M, de direction Ri ou Rj, l'allure locale du support est fournie 
directement par l'étude des variations de x et de y. Pour une autre direction de tangente, on peut 
avoir intérêt à adjoindre à ces variations celle de p : + + y'{r}/x'{e) (cf. permanence du sens de la 
concavité, remarque A, b} du 1,2, 3,2°). 


EXEMPLES. — à) D =R; xt) = 38% — 2%, je) = 2 — 4. 
Le lecteur vérifiera qu'il existe un unique point stationnaire Moto = 1/2). 


— La méthode générale conduit à calculer f"(1/2) = 3i + 2j, (1/2) = 24i, et en déduire 
(P, 4) = (2, 3) : rebroussement de première espèce avec (au voisinage de to), Mo + i (resp. Mo — i) 


Î 
dans la concavité sit > 1/2 (re. t< à) D'où la figure 14. 


— Une autre méthode consiste à déduire la tangente en M, de ufr) = 1/61?) et 


lim pt) = 2/3, à constater que x et y passent par un minimum en f, (d'où le rebroussement), et 
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que p décroît au voisinage de fo, ie. que « la tangente tourne dans le sens négatif» (d’où la 
première espèce et l'allure). 


ay 


*Y 


*Y 


FiG. 14. FIG. 15. 


b) D=RK{-—1,0,1}; x) = 2/2 — 1), y) = (Et + 17/2 
Adjoignons au support le point lim f{t)= lim f{t)=0+j notéa Un 
développement limité de x et y au vonse de oo et Fe A donne 
jo=a+2t+n+2i+ (à) 
D'où la figure 15. 
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5° Points multiples. — Étant donné un point m du support # d’un arc 
paramétré (D,f) nous nous intéressons ici à l’ordre géométrique de m 
relativement à l’arc géométrique représenté par (D, f), et non à la multiplicité de 
m relativement à (D,f) (cf. 1.2.1, 5°). 


EXEMPLES — a) D = R; x{t) = cos 35, y(t) = sin 2t (suite de l'étude du 2°). f admettant la 
période 2n, pour tout point m = f(t) de &, on a t + 2rZ = f 7 ({m}), et la multiplicité de m est 
infinie. 

On remarque que s’il existe un point d'ordre géométrique 2, il est nécessairement image de 
deux points de l’arc géométrique dont les paramètres appartiennent à [0, 2x[, ce qui nous conduit 
à rechercher les (f,,r,) vérifiant : 


O< 1 <t2 < 27) À (Un) = (2) ü) 


— Pour tout (x,,x2)e R?, on a: 


Ex) = x(2)] -[(e th +) Y (e +h PE z)] 


Lt) = y] LC “uenz) v ( +ner+ ")| 


Le lecteur vérifiera aisément que les solutions de (1) sont les 7 couples : 
(£ æ) ( 2e) É î) ( =) 
12’ 12 12° 12 12° 12 12° 12 
( #) Ë x) e 2) 
6” 6 2°2 6” 6 


qui fournissent respectivement les points du support de coordonnées : 
CS HAE ) 
252 27,2 2'2/ \2° 2 


(5) ao (a-x) 


JL s’agit bien de points d'ordre 2 pour l'arc géométrique car pour chacun des 7 couples (r,, 12) 
les sous-espaces fondamentaux aux points de paramètres r, et t, sont distincts (on le vérifie pour 
les tangentes). 

Concrètement, les 3 points doubles appartenant à Oy étaient en évidence dès la première 
ébauche de la courbe et, pour des raisons de symétrie, on pouvait se contenter de chercher le point 
double à coordonnées strictement positives, ce qui revenait à remplacer (1) par : 


(€10, %/60) À (2e J4n/3, 3x/2D À (f(r1) = (12) 


qui admet la solution unique (x/12, 17x/12). 


tt + 1 
-1 0 = # 


Recherchons d’abord les points de multiplicité 2 en résolvant : 


2 2: 

2 2t th +i fr. +) 
2 4 Fe 2 1 ES 2 D 
te D) n la #00 (RE a)" (( . ) ( : te] 


Compte tenu du caractère bijectif de £ +—+ (1 + 1}/r, la dernière condition peut être remplacée 
par (t, + 1)/t, = — (2 + 1)/t,; (2) s'écrit ainsi : 


b) D = R\{— 1,0,1}; xft) = (suite de l'étude du 4° in fine). 


(st) € D?) À (#12) À (tit + 1 = 0) À (ti + 12 + Dit = 0) 
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Pour (f,,t:) solution de (2), t, et t, vérifient T-2T-1-0, équation qui admet deux 
racines distinctes, « et B, appartenant à D. Sans utiliser les valeurs 1 — V2 et1 + V2 deset Bon 
obtient les coordonnées du point f(x) = /(B); ce sont : 

Qu/(&? — 1),1 + (20 + 1)/a2) = (1,2) 


En fait nous avons ici quatre arcs paramétrés y; = (1, f), avec 1, = ]— «, —1[, 
L =1-1,001/; = 10 1L 1, = 11, + of. Commeuef,et Be1,, aucun de ces arcs n'admet de 
point double; le point f{a) est seulement l'intersection des supports de y, et de y. 


REMARQUE. — Le point f{4) s’obtient plus rapidement en recherchant (x, y) tel que l'équation 


à l'inconnue t : 
{te D) À = 2e — 1) à (y = + 1747) 6) 


admette deux solutions distinctes. En effet (3) s’écrit : 
(ED) À xt? — 24 — x = O0) À ((y — 1? — 2 — 1 = 0) 


ce qui exige : x = y — Let x = 1, c’est-à-dire (x, y) = (1,2). 

Inversement, si (x, y) = (1, 2), alors (3} a bien deux solutions (réelles) distinctes. 

— Cette méthode vaut toutes les fois que x et y sont des fonctions rationnelles : on écrit que 
deux polynômes ont un P.G.C.D. de degré 2 (au moins} et l’on regarde si celui-ci admet deux 
racines réelles et distinctes ; c’est commode lorsque, comme ici, l’un des polynômes est de degré 2. 


1.3.2. Exemple 


Le lecteur est invité à achever la construction des supports rencontrés dans le paragraphe ci- 
dessus. Donnons un autre exemple. 
1° Considérons la partie € de & paramétrée par : 
3 
t 


2-2 
fe Te je 
& — 1 + 2) t—1 


Nous sommes amenés à construire les supports de trois arcs paramétrés, selon que 
tel- &,—-2[,te]-—72,1[ outell, + of. 


— Variations de x et y. Le lecteur calculera : 


dx tt? +21 — 6) dy t-24+12 


dt Œ—1&æ+2 dt  (t-1} 
Notons #, < t, les deux racines de 1? + 21 — 6 = 
h=-i- Te 36458 1, = —1+,/7 2 1,6458. 


Nous en déduisons aisément les variations de x et y: 


t lee li —2 0 1 2 5æ À 
dx/de + 0 — | — 0 - 10 + 
x — œ@ 7 xt) N — oofl+ oo NO N— cof|+ 0 N xt) 7 + 
8| 8 
y = ® 7 0 7 |; 20 7+æ-o 7 pt) 7 + 
L 
dy/dt + + + ST AE + 
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REMARQUES. — a) Pour un calcul exact de x(1) et y(t,) (ie {1, 2}), il peut être intéressant de 
remplacer les polynômes intervenant dans l'expression de x ou y par leur reste dans la division par 
#7 +21 — 6. Le lecteur vérifiera : 


L20+ 147 


x(t) = = —6,34;  x(r) = 


9 
8+2,/7 
ie 


20 — 14,/7 
SH 


8-2,/7 
æ — 4,43; y) = — ea æ — 0,90 


b) Il est utile de noter que pour t = 2: xt) = 2, p(t) = 0. 
— Branches infinies. Au voisinage de t = — 2, il y a (pour deux des arcs étudiés) une 


8 
asymptote d’équation y = — _ L'étude des variations permet d'étudier la position des arcs par 


8 4 
rapport à cette droite. On pourrait améliorer en étudiant l'équation y{t) = — 3 (on trouve t = - 


et xt) = 213) 
Î 


e Au voisinage de + © (resp. — ), nous constatons : x{f} — t et y{t) + t. Calculons donc : 


— 4 
y} — x() = ————— Ainsi la droite d’équation y — x = 0 est asymptote. La position du 
G — 1) + 2} 
support se déduit du signe de — 4t/{1 — 1}{t + 2). Notons que Off = 0) appartient à l’asymptote. 
& me 1/3 = ae + 1) 
e Au voisinage de t = 1, il vient : xft) = ——, {té} — et pt) + 3x() = ——, 
t—1 ti t +2 
d’où l’asymptote d’équation y + 3x — 8/3 = O D'autre part 
eo + 30 = 88 = ne Ée-n 
D) + Dax) — 8/3 = "(+ — 1) = —(t — 1}, 
} TTL 9 
d’où la position par rapport à l’asymptote. 
4 
Notons que le point de paramètre t” = — = est sur l’asymptote. Le lecteur constatera : 


xt) & 152 y) — 190. 


Ü 


FIG. 16. 
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13.2 
a) 


Point double (*) — Écrivons que les deux équations algébriques 


B—x+t-2=0 et 12-21 y(t —-1)=0 @) 
ont en commun deuk racines réelles. Effectuons pour cela la division euclidienne du premier 
polynôme par le second, et écrivons que le reste est nul. Il vient : 


7 — xy + 3y — 3x + 4 = O) À (y? — xy + 2y — 2x = 0) 


en soustrayant membre à membre, le lecteur trouvera : x = 2, y = — 2, et vérifiera que, pour ces 
valeurs, l'équation (2) admet bien deux racines réelles distinctes différentes de — 2 et 1. 
REMARQUE. — Le lecteur vérifiera qu’en résolvant : 
Re) a GE) = x) à O6) = yE) 
il aboutit à : 


{ ragre ge(e + €) — 2(E + PP 


— tr) =0 
tt —(+r)+2=0 


qui conduit à : 
t+r=0, tt = —2, soit = v2 et = - V2 

2° Complément. — Considérons la droite 2 d’équation ux + »y + w = © ({u, v) # (0, 0) et 

étudions son intersection avec la « courbe » € étudiée au 1°. L’« équation aux £» des points 

d'intersection est 


Qu + 06 + we + (w — dv)t — 2w = 0 [)] 
Si u + v # O (Le. si ® n'est pas parallèle à la direction asymptotique correspondant aux 
voisinages de + oo et — c) l'équation est du troisième degré. Notons (f,,r,,,) un système de 
racines (distinctes ou confondues) et, selon l'usage 
Si=ti+tttta 


Sa = tata + tats +tati 
Nous avons donc : 


Gs = titats 


SG, = — w/{u + v) C2 = (w — 4v)/(u + v), S3 = 2w/{u +1) (4) 
— Inversement soient r,, t,, t, des réels distincts de — 2 et de 1, et m,,m2, m, les images des 
points correspondants. 


Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une droite 2 telle que 
l'équation (3) admette (t,,r,t,) comme système de racine. 


La condition est qu'il existe (uv, w)eR° vérifiant (4), soit encore qu'il existe 
{u, », w} e R*\{(0, 0, 0)} vérifiant : 


(& +2)0, +w=0, Gi + 0) — w + 40 = 0, 


(u +10; —-2w=0 (5) 
(en effet si une solution de (5) vérifie u + v = 0, alors w = — w + 4v = w = 0, et donc 
u=v=w=0) 
La condition cherchée s'obtient donc en annulant le déterminant 
Si CA 1 
G2 G2+4 —1 
Sa LE 
soit : 
26, +03 = 


(6) 


(1) Avec les réserves déjà faites au 1.3.1.5°, 
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Applications. — a) Lorsque r,, r,, t, sont deux à deux distincts, la condition (6) exprime 
simplement que m,, m, et m, sont alignés. 

Écrivons que, pour t, # ?, donnés, (6) est vérifiée pour tout r, € R. € n'étant pas inclus dans 
une droite il en résultera m, = m,, ce qui redonnera le point double, 


(6) s'écrit : 2 +6)+0+tit)t3 = 0 D'où tits 0 tit; = —2 


On retrouve bien le point double, 

b) Supposons t, = t,. (6) exprime qu'il existe une droite  recoupant € en m, = m, (racine 
au moins double) et en m,. D'après la remarque du 1.2.2, théorème II, les arcs ne présentant pas de 
point stationnaire, cela signifie ici que ® est tangente en m, — m2. 

Notons 1 =1, = t,. (6) devient : (2? + 2}r, + dt = 0. 

Nous en déduisons que la tangente en mt) recoupe € en le point de paramètre 
= — 4e? + 2), appelé tangentiel du point m{t). 

Le lecteur vérifiera en exercice que les tangentiels de trois points alignés sont alignés (1). 

€) Enfin par un raisonnement analogue, en supposant t, = t, = {4 nous trouverons les 
points d'inflexions. Ici cela donne : 1* + 61 = Q, soit { = O unique racine réelle. D'où le point O, 
évident sur la figure. 


REMARQUES. — a) Cette étude se généralise à toute cubique paramétrée par : 


_P0  ,,00 


"CRE RE 


où P, Q, R sont des polynômes de degré au plus 3, dont l’un au moins est de degré 3. 
On démontre ainsi que si cette « courbe » admet trois points d’inflexions (réels) ils sont 
alignés. 
b) En résolvant (5) on en déduit l'équation de la droite 2 en fonction de o,, &, ©, (lorsque 
(6} est vérifiée). 
Ainsi en utilisant le tangentiel (t, = — 4t/(t? + 2)) le lecteur écrira l’équation de la tangente au 
point mt). 


1.4. ÉTUDE D'UN ARC PARAMÉTRÉ 
EN COORDONNÉES POLAIRES 


Dans ce sous-chapitre, (@, E) désigne un plan affine 
euclidien orienté, rapporté à un repère orthonormal 
direct (O;i, j}. 


1.4.1. Résultats préliminaires 


1° Rappel de notations. — Nous reprenons les notations : 


VER us = (cos 8)i + (sin 8)j et Ve = Voir 


4 4 
€) En prenant 1, = 0,1, = > = - 3 (points où les asymptotes recoupent €) on constate 


que (6} est vérifiée et donc que ces points sont alignés. Cette propriété est à rapprocher de celle des 
tangentiels {elle s’en déduirait en géométrie projective), et est vraie pour toute cubique (cf. 
remarque). 
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Le repère orthonormal direct (Om, ve) est dit repère mobile. 

Le point de coordonnées polaires (p, 8) est le point m = O + pu, Ses 
coordonnées cartésiennes sont x = p cos 8 et y = psin 8; on à x+iy = pes. 
Inversement tout point me & admet une infinité de systèmes de coordonnées 
polaires (cf. IL.6.3.1, 1°) Nous constatons que 8 ++ u, et 8 + ve sont de 
classe C°® sur R et que : 

(us) t dl (vo) 
— (us) = e — = -u 
gg “7 Ye ds ;: 

2° THÉORÈME ET DÉFINITION, — Soit f une application de classe C*(k > 0) 
d'un intervalle ? = R dans C vérifiant : VteZ |f{t) = 1. 

Alors il existe des applications continues 8 : ? — R vérifiant : 


YVtel et) = f(t} 


On les appelle relèvements de f. Si 6, et 8, sont deux d’entre elles, alors il 
existe h € Z tel que :Vtel 8,(t) — 8,(t) = 2h7. Ces relèvements sont de classe 
Cr 

— Vérifions d’abord le dernier point. S'il existe deux relèvements 8, et 8, 
alors : eït:in-8 = 1 pour tout te I, et donc (IV.3.3.1) 8, — 8, prend ses 
valeurs dans 2nZ. Or 8, — 8, est continue, ! connexe et 2nZ discret; on en 
déduit que 8, — 8, est constante, de la forme t + 2hn. 

Notons qu'inversement si 8, est un relèvement, alors, pour tout he Z, 
tt 6,(€) + 2hn est aussi un relèvement. 

— Venons-en à la preuve de l'existence d'un relèvement. 


Preuve dans le cas k > 1. — Puisque f ne prend pas la valeur O0, nous 
disposons de f’/f : 1 — € de classe C*7!, et donc continue. Nous disposons 
donc de 6 : I — € définie, pour #, € 1 arbitrairement fixé, par : 


1 FU) 
Vtel = - | —— du. 
8025] rw 
æ est de classe Cf ct on a: @{t) = — if(t/f(f. IL en résulte que 


t 1 f(e-it est de dérivée nulle sur Z, et donc constante. 
De ot.) = 0 nous déduisons alors : Vtel f(r) = f(tojeisu. 
Comme |f{t)| = 1, nous pouvons poser : f{t) = ei, avec 8,e R. 
D'où : JG) = ete, avec As) = pr) + 85. 


9 : 1 > C est ainsi de classe C*; mais, comme |f({t} = 1, @ prend ses valeurs 
dans R. 


La suite de la démonstration, plus délicate, peut être réservée à une seconde jecture. 
Preuve dans le cas k = 0 et I = [a, b]. Introduisons 4, = C\R- et A_ = C\R, qui sont des 
ouverts de € de réunion €*, et notons 1 l'application z ++ ei de € dans C*. Le lecteur vérifiera : 


vrl(4,)= U SÀ, avec Qf = {2e Cl#dz)e U2h — 1m, (2h + 1ml} 
hez 


Vr'A_)= UQr, avec y = {2e Cle(z) € J2hm, (2h + 2m}. 
hez 
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D'après I11.8.5.5, 3°, pour tout 4 e Z, y induit un homéomorphisme de Q} (resp. Q;') sur 4, 
{resp. 4_), qui est noté 4 (resp. y} ). 

— Soit alors f: [a,b] — €, continue, vérifiant : Vre[a,b] (f{t)| = 1. Désignons par E 
l'ensemble des x € [a, b] tels que la restriction de f à [a, x] admette des relèvements (continus). De 
a&E, nous déduisons E #@; d’où l'existence de c = sup E, avec c € [a, b]. Ii s’agit de montrer : 
ceEetc=b. 

— D'après f(c) # 0, nous avons, par exemple flc}e 4, (la démonstration serait analogue 
pour ft)eA_); A, étant ouvert et f continue, il existe #elR* tel que: 
JQc — e,c +e[ Na ble 44. 

— Choisissons arbitrairement Ëe ]c — e,c] NE, ce qui est possible d’après c = sup E, et 
soit 8 un relèvement de la restriction de f à [a,Ë]; nous avons ed) = f{E)e À, et il existe un 
unique. he Z tel que @(E)}e Q}. 

— Choisissons maintenant un élément quelconque &, de l’ensemble non vide 
Ce, c + ef N [a b]. 

Nous avons ë < E, et f{)e A, pour tout te [&, 6,1]; h étant l’entier déterminé ci-dessus, 
posons : 0,(t) = (W#)" {f()), ce qui entraîne eff = f{r} et donc @,(t) € R; on détermine ainsi une 
application 8, : [E,E,] — R, qui est continue; on constate GE) = 8,(é). 

— Ilen résulte que l'application 6 de [a, ;] dans R dont les restrictions à [a, E] et à [ë,E,] 
sont respectivement 6 et Ô, est continue, et qu'elle vérifie : 


Vielah] ein = ft) 
Nous avons ainsi : É,eE. En particulier (grâce à un bon choix de &,):ceE. 


Par ailleurs, si on avait c < b, il existerait E, € E tel que c < É,, en contradiction avec 
c=supE; d'où € = b. 


Preuve dans le cas k = O et I quelconque. — Nous pouvons choisir d’abord #,e I, puis 6, € R 
tel que eï%o = f{to). 

Pour tout (a, b}e 1? vérifiant a < t, < b, il existe des relèvements (continus) de la restriction 
de f à [a,b] et on constate que, parmi eux, il en est un et un seul, 6,4, tel que 
expo) = exp (85). 

On en déduit aisément qu'il existe une unique application 8 : 1 — R telle que, pour tout 
(a, b}e I? vérifiant a & t, & b, 6,4 soit la restriction de 8 à [a, b]; 8 est continue (tout point de Z 
admet un voisinage de la forme [a, b] pour la topologie induite), et: Vtei eo = f{). CD 


REMARQUE. — Si f est de classe C*, pour toute application continue 8 telle que 
Vtel ef) = f{t), 0 est de classe C* 


3° CoroLLalRE. — Soit (/,f) un Cf-arc paramétré de & (4 > 0} dont le 
support ne contient pas ©. Alors il existe des couples (p, 8) d'applications de 
classe C* de I dans R, vérifiant : 


Vtel SG) = O + pus, 


A tout te 1 associons Le réel non nul p{t} = 0 FOI. Comme {|.|| est de 
classe C® sur E\{0}, l'application p : 1 — R ainsi définie est de classe C*. 
Notons : LÉ = 
vVtel — Of(t) = E(ti + n(f 

pt) 


Nous disposons ainsi de l'application g : t + E(t) + in(t) de I dans €, 
qui est de classe C* et vérifie: Vtel (g(t)]= 1; g admet donc des 
relèvements : sur 8 l’un d'eux : il est de classe C* et, pour tout te I, nous avons : 


exp (8) = gt, et donc uyy = AIO) 
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1.4.2. Étude locale 


Dans ce qui suit, nous nous donnons un arc paramétré (1, f) de classe C* 
(& > 1) par: 
Vtel  f(t) = 0 + pus @ 


où t ++ (pt), (1) est de classe C. 

D'après le 1.4.1, 3°, tout arc de classe C* dont le support ne contient pas 
O, est susceptible d’une telle représentation. Mais inversement, l’étude qui suit 
ne suppose pas forcément cette hypothèse réalisée. 

Pour l'essentiel, la théorie est celle faite au 1.2.3, à laquelle on pourra 
toujours se reporter. Nous nous intéressons surtout ici au caractère pratique 
de l'étude. 


— Par dérivation de (i}, nous avons : 


Viel FC) = pus, + PO va) (2) 


1° Tangentes. — a) Soit M(t) un point régulier de (1, f), ce qui signifie 
JE) À 0, ou, d'après (2} : (p'{t}, p(t)0(t)) (0,0). L’arc admet en M une 
tangente &. 

— Si pi} = 0 (et donc p(t}8/(r) Æ 0), & est dirigée par vas; 

— Si pr) À 0, la mesure V (modulo x} de l'angle orienté de droites 


Re Su PL) 
My © est donnée par : tg V = 0 


b) En un point stationnaire, on étudie les vecteurs dérivés d'ordre 
supérieur à un, conformément à la théorie générale. 


€) Cas particulier où le support contient O. — Soit t, € I tel que f{t,) = ©, 
Le. p(to) = 0. Posons 8(t,) = 6, et faisons l’hypothèse (réalisée en pratique) que 
pour { suffisamment voisin de {,, on ait : (t # to) = (p(t) # 0). 

Alors la droite affine 2, = Aff(O,f(t) admet pour limite O + Ru, 
lorsque t # 1, tend vers to. 

Il en résulte que si l'arc paramétré admet une tangente en M(to) (resp. si 
le support admet une tangente en O), il s'agit de la droite affine O + Rus, (cf. 
1.2.2, 2°). 

Ce ne que l’on peut retrouver par a) lorsque f'(t,) # 0, est valable 
également en un point stationnaire. 


2° Branches infinies. — a) L’arc paramétré (1,f) présente une branche 


infinie relative à t, e T\I si et seulement si : lim |p{#)| = + co (ce qui équivaut, 


Lt 


grâce à la continuité de p, à limp{t)e {— æ, + æ}). 


tt 
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b) Lorsque cette hypothèse est réalisée, l’arc présente une direction 
asymptotique si et seulement si 6(t} admet une limite 6, e R lorsque t tend vers 
tw la direction asymptotique étant alors Ru, (cf. 1.1.2, 5°, théorème II). 


c) Recherche d'une asymptote. — Nous supposons que simultanément : 


lim (p@l= +,  lim8()=8 (BeR) 


Dans le repère (0; w,, v), le point f(t) a pour coordonnées 
X(9 = p(t) cos (8) — 8) et Y{() = p(r) sin (84) — @c), 
et on constate : lim |X(t)] = + co. Il en résulte : 


TA 


— Si lim Y(r) = Y, (Y, ER), l’arc admet pour asymptote la droite 


tt 
d’équation Y — Y, = 0 dans le repère (0; u,, ve). La position de l'arc par 
rapport à son asymptote résulte de l'étude du signe de Y(t} — F4. 

— Si lim Y{)e{— oo, + w}, il y a branche parabolique de direction 


tot 
Ru. 
n 

— Dans tous les autres cas, il n’y a ni asymptote, ni branche parabolique. 


3° Spirales et cercles asypmptotes. 


a) Lorsque lim [p{f}| = + oo et lim 8(t} € {— oo, + wo}, il y a branche 


toto En 


infinie mais pas de direction asymptotique. L’arc présente une allure de spirale. 


EXEMPLES. — [= 6{)=5#, pr)= at (spirale d’Archimède) (fig. 17) 
I2=R 8()=r p 


)= ae", m # 0 (spirale logarithmique) (fig. 18). 


— p=a6 (6301 
== past 16e 


FiG. 17. , Fic. 18. 
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b) Lorsque lim p{t) = pet lim 6{t)e {— o, + wo}, l'arc ne présente pas 
Et tte 


de branche infinie, mais on parle de « cercle asymptote » de centre O et de 
rayon [pol 


EXEMPLE. — 1 = R*,0()=5t, ptt)=1+1/ (hg 19) 


FIG. 19. 


4° Cas particulier 8(t) = t. — Ici l'arc paramétré (1,f) est défini par : 
Veel  f(6) = O + p(ôlu 
où p:1—R est de classe C*(k > 2). On a par dérivations : 
J'(6) = p'(Gjus + p(8)ve; (8) = (P°(8) — p(BJus + 2p(8)v6 
et le déterminant du système (f”(8), f”(8)} dans la base (u, v.) s'écrit : 


P'(8) p’{8) — pt@) 
p(8) 2p'(8) 


D'où les résultats suivants : 


ou (p?+2p?—pp'}8) (3) 


a) M(8) est régulier si, et seulement si (p(8), p’(8)) Æ (0, 0). En un tel point 
la mesure V de l’angle de droites Rus & est donnée par l’une des formules : 


tg V = p{6)/p'(8) ou cote V = p'(8)/p(8) 
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REMARQUE. — La normale, dirigée par le vecteur — p(ê}ug + p'(8}ve, passe par le point : 
© + p'(Bjva (« pied de la sous-normale »). 

Si p'(6) Æ O, la tangente, dirigée par le vecteur — p(ô)ug — p/(8}/p'{). ve, passe par le point : 
O + 1/g'(6}.ve où g désigne 1/p («pied de la sous-tangente »). 


b) M(8) est bi-régulier si et seulement si (f’(8), f”(@)) est libre ce qui s’écrit 
(p? + 2p°? — pp)(8) # 0 


Soit M(6} un point birégulier d'image m distincte de O(p(8) £ 0); on constate 
(par cotg P) que O é &. La concavité de l’arc en M contient O si et seulement si 


les bases (f’(8), f’(8) et (f'(8), mO) de E sont de même sens ce qui s'écrit, en 
utilisant (3): 


(p? + 2p°? — pp')(@8) > 0 


c) Une condition nécessaire, non sufisante pour que M{(8) soit point 
d'inflexion est : 


(® + 2p? — pp'}(8) = 0 


REMARQUE. — Pour tout 6e tel que p{0) # 0, on constate : 


san (p? + 292 — pp'}(8) = sen (otw +"), où  w = 1/p 


d) Un point stationnaire (p(@) = p'(8) = 0) a nécessairement pour image 
O et s'étudie comme au 1° c). 


1.4.3. Construction du support 


La théorie générale du 1.3 s'applique, Nous exposerons sur des exemples 
les particularités propres aux coordonnées polaires. L’une d'elles est que, s’il 
est nécessaire de discuter sgn p, dans un tracé approximatif on peut parfois se 
passer de l'étude des variations de p. 

Dans le cas d’un arc (R, f) avec (8) = O + p(B)u,, où f admet une période 
2mn, me Z, le lecteur s’inspirera de l'exemple II ci-dessous. 


EXEMPLE JL — 6(1) = 21 —tgt, pO=tet. 

Définie sur R\(n/2 + nZ), admet la période x. Il s’agit donc de construire le support de l'arc 
paramétré (] — x/2, n/2[,f). 

De p(— à = — pret 6(— +) = — O(r) on déduit f(— 1) = s,(f(#}. Nous tracerons la partie 
du support relative à te[0, n/2[ et nous compléterons pars,. 
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En utilisant @’(t) = 1 — tg2t, nous avons (sans qu’il soit nécessaire d’utiliser p'(f) : 


t |0 z/4 x/2 
8() + 0 ee 

g&) [0 2 . — I SNS  — 
pt) ID 7 1 7 + oo 


| \ 


O=2r-—tgt 
p=tgt 


Fi. 20. 


On notera que p ne prend que des valeurs positives (dans l'intervalle considéré) (le calcul de 
pt) = 1+tg2t pourra servir à préciser certaines tangentes). 


Au point Mo(0), d'image O, la tangente est Ox. 

Pour t < n/2 tendant vers n/2, l’arc présente une branche spirale. 

Le tracé (fig. 20) fait apparaître des points multiples et des points d’inflexion que nous 
n'étudierons pas ici. 

EXEMPLE IL — p(8) = sin (26/3). (Icir = 8). 


Définie sur R, p admet visiblement la période 3x. Mais on remarque que, pour tout BE R, 
P(0 + 37/2) = — p(@). 


Désignant par r, la rotation de centre O et de mesure à, nous en déduisons 
S{6 + 3x/2) = rrn (SO), r,j2 apparaissant comme le composée de r;,,, qui correspond au 
changement de 8 en 0 + 3n/2, et de r, qui correspond au changement de p en —p. 


D’après la théorie générale du 1.3.7, 2°, il suffit donc d'effectuer le tracé dans un intervalle 


3 
quelconque J d'amplitude Fa et de compléter par les rotations r4., avec ke {1,2,3}. 
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Mais en outre p(— 8) = — p(@), et donc f{— 6) = s, (f{(6)} ce qui conduit à adopter 
J = [-— 3n/4, 3x/4]. En définitive, nous ferons varier 6 dans (0, 3x/4], puis nous ferons la symétrie 
par rapport à Oy, et nous ferons subir à l’ensemble ainsi obtenu les trois rotations r,,,. 


[u 


FiG. 21. 


La restriction de p à [0, 3x/4] est visiblement croissante, à valeurs positives. Au point M,(0), 
d'image O la tangente est Ox; la formule tg P = 3/2.tg (28/3) permet de préciser quelques 
tangentes. La figure fait apparaître des points multiples en évidence sur les axes et leurs 
bissectrices. En s'inspirant de la méthode exposée dans l'exemple qui suit, le lecteur montrera qu’il 
n'y en a pas d'autre. 


EXEMPLE IL — p(8} = 1 + tg(0/2}. 

Définie sur R\(r + 21Z) f admet la période 2n et il s’agit de construire le support de l'arc 
paramétré (] — x, n[,/f). 

Sans dériver, on obtient le tableau suivant, où apparaît sgn (p) : 


6 7 — 7/2 ( ñ/2 ñ 


p{8} | — 00 72 0 7 1 7 2 7 + 


Ü) 
p'{6) = 12.(1 + tg ) permet de construire les tangentes aux points 6 = O et 8 = x/2. 


Branches infinies. — L'arc (| — x, x[,f) admet deux branches infinies, respectivement 
obtenues lorsque 8 tend vers x par valeurs inférieures et vers — n par valeurs supérieures. A l’une 
et à l’autre correspond la direction asymptotique Ox et le repère auxiliaire (u,, v,), avec u, = — i 
et v = — j. Nous les étudierons simultanément en notant Y(@) = p{8}sin(8 — x}, cf. 1.4.2, 2°. 


Au voisinage de h = 0, on a: 
Y(- + h) = Yn + h) = sin h — 2 cos? h/2 = — 2 + h + o(k) 


ce qui montre que chaque branche infinie admet pour asymptote la droite dont Y = — 2 est une 
équation dans le repère auxiliaire, et ce qui permet de situer le support par rapport à l’asymptote, 
au voisinage de — 7 + 0 ou de + n — 0 suivant le cas. 
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h h 
Notons que Y(— x + h) + 2 = 2/2 sin 3 sin 3 + :) avecici he ]0, 2x[, permet de placer 


/ 
tout le support par rapport à l’asymptote, et, en particulier, de déterminer l'intersection du support 
et de l’asymptote. 


METUE 


Points multiples. — D'après II.6.3.1, 1°, nous sommes amenés à chercher deux valeurs 8 et 6° 
du paramètre (!) vérifiant l’une des relations : 


8 = 0 + 2kn(ke Z*) et p(8)=  p(8) (4 
8 =0+n+2kn(kezZ) et p(8) = — p(6) (5) 


S'agissant ici d'un arc paramétré (] — x, n[, f), la condition (6, 8'}e(] — n, n[)? est incompatible 
avec (4) et (si l'on impose 8’ < 6) elle n'est compatible avec (5) que si: 


(Be]0, nl) À (6° = 8 — n) À (1 — cotg (0/2) = — 1 — tg(B/2) 


ce qui s'écrit : 


218(0/2) 1) 


(8e7]0,z[) À (0 =60 —*) ET = 


La solution, unique, est (8 = x/4, 0° = — 3x/4). D'où l'existence d’un point double (ce qu'une 
ébauche du tracé laissait soupçonner); il s’agit du point © + i + j; le lecteur vérifiera que les 
tangentes aux points d'angies polaires x/4 et — 3n/4 sont orthogonales. 


Point d'inflexion. — L'équation (p? + 2p°? — pp") (8) = 0 s'écrit, en posant + = 18 0/2: 


32-33-30 


Cette dernière équation n’admet qu'une racine réelle, dont une valeur approchée est 3,951 37; d'où 
les valeurs approchées x = — 4,3553 et y = 2,355 3 des coordonnées du point d’inflexion. 


Autres points remarquables. — On pourra, par exemple, chercher les points en lesquels la 
tangente est dirigée par j ou par i, ce qui conduit à écrire que la dérivée de 


() Le lecteur généralisera aisément au cas où le paramètre n'est pas 0. 
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8 += (1 + tg (0/2)) cos 8 ou de 8 + (1 + tg (6/2)) sin 8 est nulle, Le second calcul conduit à : 
6 1. 8 
1+1g-)cos 0 + =sin 6[1 +tg2-}= 0 
2 2 U 2 


8 
ce qui s'écrit tg8 = — 1 (er passant par l'intermédiaire de t = tg À On obtient deux points à 


tangentes parallèles à Ox; leurs images sont sur la deuxième. bissectrice, 


1.5. COURBES PLANES DÉFINIES IMPLICITEMENT 


1.5.1. Notations et définition 


1° Notations. — Dans le présent chapitre, on se donne un plan afhne 
(&, E) et une application F de classe C*(k > 1) d’un ouvert #° de é dans R;on 
note & = F°71(0) On dit que le couple (F, €) est la courbe d'équation F(m) = 0 
(ou encore la courbe définie implicitement par F(m) = 0). 


Il se peut que l'ensemble € soit vide (il en est ainsi si F est une constante non nulle). 


— On rapporte & à un repère Æ = (0; i, j), en général quelconque. On 
dispose ainsi de s e Diff” (R?, &) défini par (x, y) 0 + xi + yj, On note 
f=Fom:(xy)}+-F(0 + xi + yj); il s’agit d’une application de casse C* 
d'un ouvert W = &°!(#) de R? dans R. 

— Dans les paragraphes 1.5.2 et 1.5.3, on se donne en outre un point de 
Eimo = O + Xoi + Vob, avec F(m,) = 0, et on se propose d'étudier localement 
€ au voisinage de mo. 


2° DÉFINITION. — Avec les notations du 1°, m, € € est dit point régulier ou 
point singulier de la courbe (!} (F, €) suivant que la différentielle de F en mo, 
dF(ms), est non nulle ou nulle. 


dF(mo) S'écrivant hi + kj —hf;(xo Yo) + kf;(%o: Yo), Mo € € Est point 
singulier de (F, €) si, et seulement si : 


Fos Yo) = 0; FaXos Yo) = 0; L,G%os Yo) = 0 @) 


REMARQUE. — La précaution qui consiste à considérer une courbe comme un couple trouve 
ici son sens. En effet, si F est affine non constante, @ — F7 !{0) est une droite qui s'écrit aussi 
G71(0} avec G = FÂ; or tout m,e€ est point régulier de (F, €) et point singulier de (G, €). 
Lorsqu'il n’y aura pas d'ambiguité, il nous arrivera cependant d'écrire € pour (F, €). 


{1) Le mot courbe n'a le sens général que nous lui donnerons au 3.3,1 que lorsqu'il n'existe pas 
de point singulier. 


60 ÉTUDE AFFINE DES ARCS 15.3 


1.5.2. Étude d'une courbe 
au voisinage d’un point régulier 


THÉORÈME. — Avec les notations du 1.5.1, 1°, on suppose que m, est un 
point régulier de la courbe (F, €). Alors il existe un voisinage Ÿ” de m, dans € tel 
que Ÿ n € soit le support d’un C*-arc géométrique plongé. La tangente à cet 
arc au point d'image m, admet Féquation dF{(m,).mom = 0, qui s’écrit (quel que 
soit le choix du repère (O ; i, j)) : 


Ge — xo) fr Co; Yo) + © — Yo); (%o Yo) = 0 @ 


Supposons f(xo, Yo) = 0, et, pour fixer les idées : f,(xo, Vo) # 0. 


Le théorème des fonctions implicites nous assure l'existence de voisinages 
ouverts Ï de x, et J de y, dans R, ainsi que d’une application @ : 1 — R de 
classe C*, tels que : 

DIxJcW;i) Va yelr x J (x, y} = 0 y = p{x)) 
et on peut même supposer que 1 est un intervalle de R. 

Ÿ = w(i x J} est un ouvert de # tel que {m,) = # = W:Y n@estle 
support de l’arc cartésien (ZI, G), où G(t) = O + ti + œ{t}j; cet arc admet au 
point de paramètre t = x, la tangente &, = m, + R(i + '{xo)j), dont une 
équation dans & est : y — y, — p'(xo)(x — xo) = 0. 

Compte-tenu de @'(xo) = — fifxo Yo} f,(to Yo) (1) est aussi une 
équation de &,. Si l'on avait supposé f,(%o yo) = 0, alors on aurait eu 
Fifto Vo) # 0, et, en transposant i et j, et donc x et y, on aurait retrouvé (i). 


REMARQUES. — a) On sait que tous les arcs plongés de classe C* ayant # n € comme 
support sont Ct-équivalents. # © € est donc le support d’un unique arc géométrique plongé. 


b) Si tous les points de € sont réguliers, nous dirons que € est localement le support d’un arc 
plongé de classe C* On démontre que si € est connexe il est support d'un arc géométrique 
(globalement). 


c) D’après le théorème III du 1.2.2, 2°, si m, est un point régulier de (F,€), alors € admet en 
m, une tangente géométrique. 


1.5.3. Étude d’une courbe 
au voisinage d’un point singulier 


1° Les notations sont celles de 1.5.1, 1°, à cela près qu'ici k > 3 (k > 2 
suffirait au 2°), et que m, est un point singulier de la courbe (F, €) : 
F{mo) = 0 et dF(mo) = 0. 


Si, en outre, d?F(m,) # 0, on dit que m, est un point double de la courbe. 
Nous aurons à utiliser la forme quadratique sur FE, ®,,, définie par : 


VheE  @®,,(h) = d’F(m).h? 
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Le repère Æ = (0: i, j} étant quelconque, l'hypothèse s'écrit : 
Fo Vol = 0: Fire; Yo) = O  fito, Yo) = 0 
et d’après III.8.3.3, 4° nous avons, pour tout (h, k)e R? : 
D, (hi + kÿ) = rh? + 2shk + tk? 


avec : & u © 
r = d?F(m).i = To, po): 1 = d?F(m).ÿ = 22 Léo Vo}: 
êx? ôy 
s ef 
s = d?F(m,).i.j = EE = (co Vo). 


Les résultats dépendent de la signature de Da mais non du choix, de Æ, bien que celui-ci 
inter vienne dans leur formulation par l'intermédiaire de r, s, t (qui dépendent de (i, j), mais non de 
0). 


2° Cas où ®,, est définie (rt — s? > O) positive(r > Qet t > 0) ou négative 
{ < 0 et t < 0} — En passant par l'intermédiaire de f nous constatons 
(ILS8.3.3, 4°) que F admet en m, un extremum relatif strict (minimum sir > O, 
maximum si r < 0). D'où l'existence d’un voisinage Ÿ° © #” de m, dans & tel 
que F(m) soit non nul (et même de signe fixe) pour tout me Ÿ \{m,}. On a 
NE = {mo}: M est un point double isolé de la courbe (F, €). 


3° Cas où D, est non dégénérée, mais non définie (rt — s? < 0). 
L'indifférence du choix du repère nous autorise à adopter ici & = (O;i, ÿ, où où 
O est m,, et où (i, j) est une base de E réduite pour ®,, (IL.1.2.2, 1°, corollaire D), 
cæ qui entraîne : 


Di +y)=x-y; r=l, s=0 t=-1 (1) 


Il existe un ouvert #7 © W° étoilé par rapport à m, (ie. un ouvert 
W = &°!(#7) de R? étoilé par rapport à (0, 0)), et la formule de Taylor à 
l'ordre 1, avec reste intégral ([IL.8.3.1, 4) permet d'écrire pour tout me #", avec 
m=m, +h et h = xi + yj: 


1 
Fm) = [ QG — 1) d?F(m, + th).h? de 


L 


Ceux, y) + 2xyu(x, y) + y?w(x, y)} (2) 


On a donc : 


Di 


SC, ») = 
où u, v, w sont les applications de classe C*7? de W dans R définies par : 


1 g? 
u(x, }) = 2[ (l — LE ST Gx ty) dt, et ainsi de suite. 
Lo 


En particulier : 
se 


u(O, 0} = 2 | (1 — tr dt = 1; de même : (0, 0) = 0; w(0, 0) = — 1. (3) 
o 
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Par continuité, on déduit de (3) qu’il existe un ouvert W” de R? tel que 
{(0,0)} < W” = W' sur lequel les fonctions 4 et v? — uw sont à valeurs 
strictement positives. D'où les égalités entre applications de classe C*7? de W” 


dans R : 
2f = o? — y? et f=ff 
res ox») EN 
pe }) = (x + Me D) Vat »},  vGy= EE » — w(x, y) 
LE fi =UV2(6-W;  £=1/42( +4 
En utilisant encore (3), on calcule sans difficulté : 
es 0) (0, ‘1 os L ‘| @ 
(0,0) v@0)] Lo 1 
D'où : ôfi ôfi êf, êf, Î 
ee (6,0) ày (0, 0) x (0, 0) à (©. 0) 7 6) 


#" désignant m(W'}, on a: #"n@=€ LE", où (fioæ !,@) et 
(£ o w°!, €”) sont des courbes dont m, est un point régulier. D’après 1.5.2, il 
existe un voisinage Ÿ° de m, dans # tel que Ÿ° n € soit la réunion des 
supports #, et #, de deux C*” Z-arcs géométriques plongés qui admettent au 
point d'image m, les tangentes respectives &, et &,, dont (d’après (S)) 
x—y=0et x + y = 0 sont des équations. La gerbe & = &, LU &, admet 
x? — y? = O0 pour équation dans le repère (particulier) Æ, et donc (d’après 


(1)) : d?F(ms). mom? = 0 pour équation intrinsèque, ce qui permet d’en obtenir 
une équation dans un repère quelconque. 


A titre de complément, remarquons que l'application de classe C*7? : 


GW RD UX = ox ph F = vx, ÿ) 
vérifie : @, w(0, 0) = (0,0) et dép, W)(0, 0) = dm. 


Quitte à remplacer Ÿ° par un voisinage de m, « plus petit », on en déduit que (p, y} + m7! induit 
8e Diff-2?(#,U), où U est un voisinage de (0, 0) dans R2. On a #, = 87 '(U ndj), où d, et d, 
sont les droites de R? d'équations X — Y = Oet X + Y = Q. Il en résulte que m, est le seul point 
singulier de (F, €) inclus dans Ÿ° et que #, NS, = {mo}. 


En conclusion de cette étude, énonçons : 


THÉORÈME. — Soit m, un point double de la courbe (F, €) tel que la forme 
quadratique h +—>d?F{m;).h? soit non dégénérée et non définie. Alors il existe un 
voisinage Ÿ de m, dans & tel que : 

— M, Soit le seul point singulier de (F, €) appartenant à Ÿ°: 

— Ÿ n% soit la réunion des supports , et 7, de deux C*”72-ares 
plongés tels que , n #, = {mo}. 

La gerbe # = &, L &, des tangentes (distinctes) À ces ares en leur point 


d'image m, admet l'équation : d?F (mo). mom? = 0. 
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Dans un repère quelconque (0 ; i, j) l'hypothèse s'écrit : 


Los Yo) = 0: Fiftos Vo) = Flo Jo) = 03 rt — s? < 0 
et & admet Péquation : r(x — x)? + 2s(x — xs)(y Yo) + (y — yo}? = 0. 


Notons que &, et &, sont tangentes géométriques en m, à #, et , 
respectivement (au sens de la définition II du 1.2.2, 2°} mais ne sont pas 
tangentes géométriques à & en m,. Par abus de langage, nous conviendrons 
cependant de dire que &, et &, sont les tangentes à € au point mo. 


COMPLÉMENTS. — a) On appelle lignes de niveau de l'application F : W° — R les sous- 
ensembles &; = (F — À) !(0) de #. L'étude précédente permet d'étudier les €; au voisinage d’un 
point singulier m, de (F, €) en lequel rt — s? < 0. Yet U étant les voisinages de m, et de (0, 0) mis 
en évidence dans l'étude précédente, pour tout À € R, Ÿ° Nn &, est l’image par le difféomorphisme 
0-!de U n H;, où H, est le sous-ensemble de R? d’équation X? — Y? = 22 (seules interviennent 
les À de valeur absolue «assez petite»). Sur les figures 23 et 24, on a régionné U et Ÿ° d’après 
sgn À (on a adopté À, < À <0< À, < À) 


FIG. 23. FIG. 24, 


b} L'étude s'étend au cas d’un point double m, de (F, €) en lequel la forme LR est définie 
{rt — 52 > 0) Si r > O (resp. r < 0) on utilise un repère d’origine mQ tel que : 


Dutxi + ph = x? + y? (resp. D,,(xi + y) = — x? — y?) 


Il existe encore un voisinage Ÿ” de m, sur lequel m, est le seul point de €. Ici H) a pour équation 
X? + Y? = 2h (resp. — X? — Y? = 2AjetrÀ > Oest une condition nécessaire pour que Ÿ n € 
ne soit pas vide; cet ensemble est alors difféomorphe à un cercle {la figure est laissée au lecteur). 


4° Cas où ®,,, est dégénérée et non nulle (rt — s? = 0, (r, 5, t) # (0,0, 0). 

Ji Da, St le carré d’une forme linéaire non nulle; l'ensemble de ses vecteurs isotropes est de 
la forme Rj, avec je E\{0}. Nous supposons k > 7. 

Nous nous limiterons au cas où, pour un vecteur isotrope non nul j de D, on a: 


d'F{mo).ÿ # 0 (6) 


Nous allons montrer que, sous ces hypothèses, il existe un voisinage Ÿ° de m, tel que Ÿ € soit le 
Support d'un arc admettant en m, un point de rebroussement de 1'° espèce. 

Soit iéRj; en utilisant: d°F(mo).(i + aj).j? = d'F(me).i.j? + ad°F(mo).j, nous 
constatons que nous pouvons choisir i#ÆRj pour que d?F(mç).i.jt = 0 Notons alors 
fs y} = Fimo + xi + yj} En utilisant la formule de Taylor à l'ordre 2, avec reste intégral, nous 
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constatons, quitte à remplacer F par ÀF (à € R*), ce qui n'altère pas #, qu'il existe un voisinage 
#” de m, sur lequel : 


SG») = x? + ax, y) + x/pb(x, ») + xy? (x, y) + y'd(x, y) 


1 
où a, b, c et d sont de classe C7? vérifient : 4(0, 0) = —d°F(mç).i*, etc En particulier : 
6 


c(0,0} = 0 et d(Q, 0} # 0. 
Par une nouvelle application de Taylor (quitte à restreindre #), c{0,0) = 0 nous permet 
d'écrire : c(x, y} = xcifx, y) + pei(x, y), où €, et c, sont de classe C*7#, Il vient : 


fe y) = [1 + xafx, ») + pb + pleifx PI + prix ») + dés Ni] 
Soit alors l'application 6, définie au voisinage de ms, par : 
mo + xl + jf te [xl + xafx, y) + 60e + Pate péxcx, ) + dt pp] 


Le lecteur vérifira (en utilisant 4(0,0) Æ 0) que 6 est un C*-<*-difféomorphisme d’un 
voisinage ouvert Ÿ° de m, sur un voisinage ouvert U de (0, 0) dans R2?. Or, par construction, 
47 n €) est le sous-ensemble de U d’équation X? + Y* = O et il admet donc un paramétrage 
de la forme (1, g), où g{t) = (t*, — t?) et { est un intervalle (*) ouvert contenant 0. 

Notons pour simplifier @ = 8 *; l'ensemble Y n € est ainsi paramétré par (1,4 eg), et 
my = (p eg)(0). Étudions donc les dérivées successives de @ og : 


( 09) ©) = dp(g(n).g'() 
(@ > a) = d'p(t).g't) + dp(y()).g'tr) 
@ og)" = d'out).g() + 3d'p@().7 (0.9"t) + dp(g(o).g"( 


Or : g'(0) = 0, g"(0) Æ 0 et le système (g”(0}, g”’(0) est libre; d(g(0)} étant un isomorphisme, il en 
résulte : 


@ogYO) = 0 (og) (0) # 0 et le système {(o »g) (0), (o »g)"(0)) est libre. 


Ainsi (1, @ og) présente en mo = {o °g)(0) un point de rebroussement de 17° espèce {plus 
précisément, la suite caractéristique en ce point est (0, 2, 3). 


REMARQUES. — a) Sous l'hypothèse (6), l'équation d?F{mo).mom? = © représente encore la 
gerbe des tangentes en mo à €. 
&) l'hypothèse (6) est nécessaire dans l'étude qui précède, ainsi que le prouve : 


CONTRE-EXEMPLE L — F{x,y}= y* — x%y + x? (& = R?). 

mo = © est bien un point double et ®,, est de rang 1. Mais (6) n'est pas vérifiée (ici 
d'F(mo) = 0). 

En remarquant que € mOy = {0}, et qu'en tout point de Æ\{Oy} on a: 
xy = 1 + y*/x? > 1, on constate que O est un point isolé de €. Oy n'est donc pas tangente à €. 


CONTRE-EXEMPLE IL — F(x, y) = ÿ* — 2xy? + x2 (8 = R?). 

Ici & est la parabole d’équation y? — x = 0; m, = O est un point double, Le, est de rang 1 
mais (6) n'est pas vérifiée (bien que d°F(mo) # 0). 

On remarque ici que Oy est tangent à , mais # ne présente pas en m, l'allure d’un point de 
rebroussement. 


4° Généralisation : Cas où dFimo) = d'F(mo) =... = d1-1F(mç) = 0, diF{ms) # 0. — Si je 
polynôme associé à d4F(m,) est défini-positif ou défini-négatif (ce qui exige g pair), alors on montre 
comme en 2° que m, est un point isolé de € (cf. IIL.8.3.3, 3°). Dans le cas contraire, on peut 
seulement dire que s’il existe un arc géométrique plongé l dont le support est inclus dans # et 
contient Mo, Alors la tangente à D au point d'image m, appartient à la gerbe & d’équation 
d4F(mo).moma = 0, qui est dite : gerbe des tangentes à € en mo. 


€} Pour cela il faut éventuellement remplacer U et donc Ÿ° par des voisinages plus petits. 
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1.5.4. Compléments et exemples 


1° THÉORÈME L. — Soient a, ...., a, des applications de classe C*, k > 1, d’un intervalle ouvert 
1 de R dans R. À tout 1e 7 on associe l'équation à l’inconnue x ER : 


GC) HE x)=0, où ht x) = x" — ai(e + 0 + (— J'a,() 


On suppose qu'il existe p € N, tel que, pour tout t € I, (e,) ait exactement p racines, toutes simples, 
que l'on peut noter p{t}, ie N,, avec : 


Miel  qit)<.…. <q) ui} 


Alors les applications 9, : 1 — R sont de classe C*. 
Soient He etieN,; pif), noté x, étant racine simple de (e,), on a : 


h 
htox)=0 et Co: Xi) # 0 
êx 


Par application du théorème des fonctions implicites à # en (t,, x;), il existe un intervalle ouvert U, 
tel que {t,} € U; © I, un voisinage ouvert F, de x, et une application W, : U; — R, de classe C*, 
tels que, pour tout te U, (e,) admette wW,(f} pour solution unique dans V,; on a Wi(to) = x. 

Quitte à modifier les U;, nous pouvons même supposer que les , sont deux à deux disjoints. 


P 
Considérons alors l'intervalle ouvert U = f U, de R, qui contient t,. Pour tout te U, d’une part 
(e,) admet (par hypothèse) exactement p racines simples @;(é) liées par (1), d'autre part (e,) admet les 
Witt} pour racines et, à cause du choix des PV, on a : W,(t) < ... < W,{t). Il en résulte : 


VEU  VieN,  qit) = VA) 


ce qui montre que (t, étant quelconque) les y; sont de classe C* sur U. CG 
Notons que le théorème reste vrai si, J désignant un intervalle ouvert de R, on considère {e,) 
comme une équation à l'inconnue xe J. 


PROPOSITION. — Soient U Fouvert de R” constitué par les x = (x;, x} vérifrant 
x, <... < x,et F l’ensemble des y = (y,,..., y,) € R" tels que l'équation algébrique : 


Ep Et + + y, = 0 


à l'inconnue EE R admette # racines distinctes 0,(y) < ::: < 6,(y. Alors V est ouvert et 
Vapplication 6 — (6,,...,6,) est un C®-difféomorphisme de V sur U. 


Soit f: U +R” qui à x = (xs, .., x,}) associe (o,(x} ..…., o,(x)}, où o, est la p-ième fonction 
symétrique élémentaire (I, 6.10.2). En utilisant I.8.1.2, 2°, on constate que f est injective. D'autre 
part le lecteur vérifiera que f est C® et que pour tout x e U, le jacobien de f est, au coefficient 
€ Di U?2 près, le déterminant de Van der Monde de (x,, ..., x,), et, donc, est non nul. Il en 
résulte (LIL8.5.5, 3°} que W = f{U) est un ouvert de IR”, et que la bijection f : U — W qui coïncide 
avec f sur U est un C®-difféomorphisme. Reste à vérifier que W = V et que 6 = 7 !, ce qui est 
aisé. O 

Notons que, pour p = n, le théorème I est un corollaire de la proposition. 


© THÉORÈME II. — Soient & la courbe d’équation f{x, y) = O (notations du 1.5.7, avec k > 2), 
et 2 la droite À + Ru où À = © + ai + bjet u = ai + Bj. On pose p(p) = f(a + pa, b + phjet 
on dit que p{p) = 0 est « l'équation aux p de € n 2 ». 

Soient p, une racine de œ{p) = 0, et m, = À + pou le point correspondant de & n 2. 

î) PQ est racine simple de @(p) = 0 si, et seulement si », est un point régulier de € et 2 distincte 
de la tangente en m, à €. 
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ii} Po est racine au moins double de @(p) = 0 si, et seulement si m, est un point singulier de €, 
ou un point régulier de & en lequel la tangente est 2. 


äi} Sim, est un point double de & en lequel rt — 5? 0, alors p, est racine au moins triple de 
œ(p) = Osi, et seulement si Z est l’une des deux tangentes en m, à # (ce qui implique rt — s? < O). 


On utilise : 
9'(Po) = A i(Xos Yo) + BF, (os Yo) 
9"Po) = a fax Jo) + 2aBf(Xo Yo) + B'f;2(x0 Vo). (=) 


REMARQUE. — Le lecteur généralisera en remplaçant 2 par le support d’un C*.arc paramétré 
7. La discussion fera alors intervenir la régularité de m, sur et le (ou les) tangentes en mo à €, 
mais aussi la régularité du point de y d'image m, et la tangente en ce point. 


2° Notions sur les courbes ulgébriques. — Les notations sont celles du 1,5.1, 1°. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (F, €) une courbe. S'il existe un repère (0; i, j) de € pour 
lequel l'application f = F ° ® est une fonction polynôme de degré p, il en est de même pour tout 
repère (l'entier p étant indépendant du repère) ; on dit dans ce cas que (F, €) est une courbe algébrique 
de degré p. 

Vérification aisée. O 

Une étude détaillée des courbes algébriques relèverait de la géométrie algébrique ; nous nous 
limiterons ici à étudier quelques propriétés qui permettent de faciliter la construction de telles 
courbes. 


e Étude au voisinage d’un point mo. — On peut se ramener à mQ = O. On a ainsi (en éliminant 
le cas, trivial, d'une gerbe de droites) : 


? 
Jens LM 1<4<p. 
18 


où f, est une fonction polynomiale homogène de degré i. 
On a : d2F{0).Om# = q! f(x, y): la gerbe # des tangentes en O admet l'équation f(x, y) = 0. 


e L'étude du 1.5.3 permet de conclure dans les cas suivants : 


a) g = 1: O est un point régulier, à tangente d’équation f,(x, y} = 

b)qg=2etrs-1?> 0: 0 est point double isolé; 

cg =2etrs — 1? < 0 : O est point double à branches distinctes, admettant pour tangentes 
en © les droites de la gerbe d'équation f(x, y) = 0. 


e Dans le cas général, on note ®, la droite d’équation y = tx (si c'est nécessaire on 
transpose x et y). L'équation aux x de € À , admet O pour racine d’ordre au moins égal à q, ce 
qui permet de la remplacer par l'équation : x=4f{x, tx) = 0, qui s'écrit : 


x—4f LD + + 2x0, 0 + JL 9 = 0 (e;) 


Soit c une racine simple de l'équation f,(1, 1} — 0. En reprenant la démonstration du théorème du 
1°, on constate qu'il existe un intervalle ouvert U contenant c, un voisinage ouvert V de O et un 
C*-arc paramétré : 


Y= (Ur 0 + Vi + y) 
dont le support est l'intersection de € et de la partie de € : 
{O0 + xi + pilxe M) À (y = tx) À (te Ü)} 


admet visiblement la droite 2, pour tangente géométrique au point O. 
— Pour construire 4, on pose y = {c + u)x et on prend comme nouvelles variables x et u, ce 
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qui conduit à étudier la courbe €, du plan R? d’équation : 
gx, u) = 0, avec gx, u) = x7a4f(x,cx + ux) 


qui présente à l’origine, une singularité « plus simple » que celle de €. Si nécessaire, on réitère, 
— Nous admetirons que le résultat subsiste lorsque c est racine multiple de j,(1, t), à cela près 
que l'on a alors plusieurs branches 4", 4” … de € tangentes à ®, en ©. 


EXEMPLE. — f(x, })= 16x° + 2p2(p? — x?) + (y — x){y + x). Ici q = 3 et f,(1,t) = 0 
admet la racine simple 1 et la racine double — 1. 


Branche tangente à 3, :y= x — Onaici: 
gx, y} = 16x2 + u(4 + P{x,u)} avec P(0,0) = 0 
Æ, admet une branche tangente en (0,0) à «l'axe des x », représentée par u = p{x), avec 


pb — — 4x2. € admet donc une branche # tangente en O à 2,, sur laquelle y — x + — 4x, ce 
qui montre que 2, est tangente d’inflexion et que # est « au-dessus » de ©, pour x < 0. 


Branches tangentes à ®_, : y = — x. — On a ici: 


gtx, u) = 16x27 + (— du + 2u?)(— 1 + x + u(— 2 +u) 


FiG. 25. 


La courbe &, d’équation g{x,u) = 0 possède deux branches admettant respectivement pour 
tangentes en (0, 0} les droites d'équations u = 2x et u = — 4x. La courbe € admet donc deux 
branches tangentes en O à ®_,,4’et S” sur lesquelles on a respectivement : 


p+xe2x et p+xe — 4x2. 
Sur la figure 25, ” a été dessinée en trait ponctué. 


e Directions asymptotiques: asymptotes. — Nous ne ferons pas d'étude systématique et nous 
nous contenterons d'admettre que les directions asymptotiques éventuelles des arcs paramétrés dont 
la réunion des supports est € appartiennent à la gerbe d'équation f(x, y) = @ (on pourrait étudier 
la transformée €,, de € par (x, y} r+-(1/x, 1/y} cf. exemple II du 3°) 


3° Construction d'une courbe algébrique €. — Après avoir étudié les points singuliers et les 
directions asymptotiques, on «coupe» en général € par des droites {2,),., qui passent par un 
point fixe ou ont une direction fixe : cette étude est basée sur les théorèmes I et II du 1°. 


EXEMPLE L — f(x, y) = x° + pt + 2x + x{x + y). 

a) Régionnement. — En tout point de €: x{x° + 2x2 + x + y) = — y*< 0. D'où un 
régionnement utilisant Oy et €’ d’équation y = — x? — 2x? — x. 

b) Étude à l'origine. — Au voisinage du point double O, on a deux branches #” et #” de € 
admettant des tangentes en O d’équations respectives x = Qet x + y = 0. Le régionnement donne 
l'allure de °. Pour ”, on utilise la méthode exposée ci-dessus : on pose y = — x + ux et on 
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étudie la courbe d’équation g{x, u) = 0, où : 


ge u) = x2(1 + (— 1 + 0°) + 2x + u 


On en déduit que, sur 4”, on a : y + x + — 2x? (fig. 26). 


Z 


FIG. 26. 


c) Étude à l'infini, — Nous avons d’après a) : € n(Oy) = {0} et & n(Ox) = {0, a}, avec 
a=0-i. 


G\{0, a} est l'image par la transformation (x, y} (1/x, 1/y) de &.,\{0}, où &, est la courbe 
d’équation : 
XS + Y$ + 2XY* + X2YSX + Y)= 0 
D'après 1.5.3, 2° in fine, (0, O) est point singulier isolé de €... On en déduit que & est borné {et donc 


compact, car fermé) : les arcs dont la réunion des supports est € n’admettent pas de branche 
infinie. 


d) Construction. — L'étude du système : f(x, y) = f(x, y) = f,(x, y) = 0 nous apprend que 
O est le seul point singulier de &. Étudions & n 2, où 9, est la droite d’équation y = tx (on 
rappelle & n(Oy) = {0}}. Il vient, après suppression de la racine connue x = 0 : 


x2(1 + 4%) + 2x + (1 +60 = 0 
dont nous étudions le nombre et le signe des racines par la méthode classique : 


AG) = — 0 + + 1); sf) = — 2/1 + é); p(9 = (1 + 1 +4) 


œ —"t] 


deux racines : 


deux racines pas de racine 
x,{t) < 0 < x,(t) 


xt) < xt} < 0 


Xy=—1 


X=X = 1 
x) = 0 
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D'après le théorème I {!) les fonctions f Hx,({t) et t =D x,(t) sont de classe C° sur chacun des 
intervalles ]— 50, — 1[ et ]— 1, 0[. 

Pour t = 0, on obtient le point a en lequel la tangente est Ox (théorème II, ou calcul de 
ft- 1,0 et f,(— 1,0). 

Pour t = -— 1, on obtient outre O {contact} le point b de coordonnées (— 1, 1) en lequel la 
tangente est dirigée par 3i — j (calcul de jf, et f,). 

Nous sommes en mesure, après cette étude, de donner une allure approximative de € (sachant 
que, en dehors de O, il s'agit localement du support d’un arc plongé). 


e) Précisions. — On peut encore améliorer le tracé : 


— en cherchant les points à tangentes parallèles aux axes, par résolution des systèmes : 


fran 0 u un=0 
F6» = 0 Üe» = 0. 


Le lecteur trouvera, par un calcul approché, les points de coordonnées 


(— 1,59; 0,74) et (0,19; — 0,36) (tangente dirigée par j) 
(— 0,15; — 0,43) et (— 0,33;0,15) (tangente dirigée par i) 


— en déterminant, par des méthodes de calcul numérique, d’autres points de et les 
tangentes correspondantes. * Notons qu'on peut en ces points calculer le rayon de courbure (en 
supposant # euclidien) par dérivation d’une fonction implicite, et obtenir alors grâce aux cercles 
osculateurs un tracé très précis *. 


x 


FiG. 27. 


EXEMPLE IL — f(x, y) = xp — x° — 3x2y + L. 

On constate que € n’admet pas de point singulier. En tout point, € est donc localement le 
support d'un C°-arc plongé. 

a) Coupons € par les droites parallèles à Oy. Comme € n (0y) =, il s'agit d'étudier, 
suivant le paramètre non nul x, l'équation incomplète du troisième degré à l'inconnue yeR : 


&) g4{)=0, ave gp = x°y — 3x2y — x$ + 1. 


(:) Bien entendu, l'équation étant ici de degré 2, le théorème 1 peut se vérifier par résolution 
effective, On pourrait alors ramener la construction de € à celle des supporis de deux arcs 
paramétrés. Plus rigoureuse, cette méthode serait plus compliquée en pratique, et elle ne se 
généralise pas à des degrés plus élevés. 
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On pourrait étudier sgn (4p* + 27q?), avec p = — 3/xet q = (— x$ + 1)/x%. En fait, nous aurons 
des renseignements plus précis sur la position des racines en étudiant, pour x e R* donné, les 
variations de g.. dont la dérivée au point y est 3x2(xy? — 1) 


Cas x < 0. — Ici g, est strictement décroissante et g,(R) = R. Pour tout x e R*,(e,) admet 
donc une unique racine, que nous notons p,(x). Nous disposons ainsi de y, : R* — R, de classe 


C® d’après le théorème I du 2°. En utilisant g,(0) = — xŸ + 1, on peut même affirmer que y, est à 
valeurs négatives sur ]— o, — 1], positives sur [— 1, 0[. 

On précise la tangente en (— 1,0) grâce à f,(— 1, 0) = 6, f,(— 1,0) = — 3. Notons que : 
gx) = ax /- x — x° + 1 entraîne yi(x) > D x au voisinage de 0, et que: 
g{— 1/4 x) = — 4x/— x — x$ + 1 entraîne y,(x) < — 1/,/— x au voisinage de — co. 

Cas x > 0. — Les variations de g, apparaissent dans le tableau : 


: ES ” 0 —— + © 
Vs 
9.0) +. Ye + 
gi A M NO Lx ON om 7 + 
On a: 
ms = — 2x2 2 x6 + 1, M, = 2x2 — x6 + 1. 


On calcule des valeurs approchées des racines de (x° — 1}? — 4x = O et on constate : 


— que m, = 0 pour x = x’, avec x + 0,6085 (ONE æ 1,2819), 
= que M, = 0 pour x = x”, avec x” = 1,2487 (1/,/x° & 0,8949). 


D'où la discussion : 

— 4, a deux zéros, l’un double VV, l'autre simple — UNTE 

— gr à deux zéros, l’un double — VV, l’autre simple x"; 

— Pour 0 < x < x',g, a un unique zéro, noté y,(x), et y,(x) < — 1/,/x: 

— Pour x < x < 1, g, a trois zéros; on peut les noter de telle sorte que : 


nO) <= 14/5 0 < p369 < 1//x < px). 


— g1 à trois Zéros — V3, 0, V3 (le lecteur déterminera les tangentes); 
— Pour 1 < x < x”, g, a trois zéros; on peut les noter de telle sorte que : 


P09 < = 1A/X < 7209) < 0 1//x < yat) 


— Pour x" < x, g, a un unique zéro, noté yi(x), et 1% < p10) 


Les fonctions y,, y, y, ainsi introduits sont C® sur chacun des intervalles (ouverts) où elles 
sont définies. 

En chacun des points (x, 1//x) et x", — 1/,/x") la tangente est parallèle à Oy. D’autres 
tangentes remarquables se déduisent du tableau suivant (où * désigne des valeurs approchées) : 


(2) | , — ,/3) €, 0) 3) Gé, — 2/5) ",2/x) 
fe» | = 1120* er 
ren] 6 3 
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Les résultats seront résumés sur la figure 28 par un régionnement : 
7 
L 
7 


ÿ 


FIG. 28. 


b) Branches infinies. — On constate que & privé des points {x', x) et(x”, — AFIN est la 
réunion des supports de quatre C®-arcs plongés dont trois admettent des branches infinies. 
— Pour xe]0,xT, l'unique racine de g,(y) =0 vérite y(x) < -— 1/Vx. D'où 


lim y,(x) = — © : l'un des arcs paramétrés de support inclus dans # admet Oy pour 
x-0,x>0 


asymptote; par abus de langage, nous dirons que 0} est une asymptote de €. 
— Pour x < O0 et |x| assez petit, l'unique racine de g,{y} = 0 vérifie y,(x) > 1/,/— x. D'où 
lim  y1(x) = + w; Oy est encore asymptote. 
x-0.x<0 
— Pour x >x", l'unique racine de g,(y) = 0 vérifle yi(x) > 1//x, et donc 
3x?y,(x) > 3x,/x > 1, si bien qu'en écrivant : 
3x2y10x) — 1 


MORE TE 00 à 40) 


on en déduit, d'abord y,{x) > x, puis, en majorant le numérateur de la fraction par 3x2y,(x) et en 
minorant le dénominateur par x*y,(x) : 


3 
X € p109 < x + — ä) 
x 


La droite #, d'équation y — x = O est donc asymptote à #; & se trouve au-dessus de l'asymptote 
pour x > x”. 
— Pour x < x 


, où x” < — 1 est choisi, de valeur absolue assez grande, l'unique racine de 


g,() = 0 vérifie y,(x) < — 1/4/-— x. On retrouve ainsi l'encadrement (4) et on en déduit la même 
conclusion. 


On peut même affiner (4) en le remplaçant par : 


1 
HO =x<— 
16 FE 
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Autre méthode. — On peut étudier, au voisinage de l’origine la courbe €, transformée de € 
par (x, y) (1/x, 1/y}, qui admet l'équation : 
XSYŸ — 3x7 
X-F+g(X "M =0 avec NE 


(On prolonge par : g(0, 0) = (0,0). 


FIG. 29. 


REMARQUE. — Étude de la concavité en un point. — L'étude systématique de la concavité de € 
(.e. de la concavité des arcs dont le support est inclus dans &) n'est pas facile. Cependant il est aisé 
de chercher la concavité en un point donné de &. Étudions l'exemple précédent : 

Considérons le point m, = © — i. Nous avons déjà vu qu’au voisinage de m,, € est le support 
d'un C-arc plongé (et même cartésien) d'équation y = (x). La fonction @ est définie 
implicitement par : x#@(x)? — x6 — 3x2çp{x) + 1 = 0. 

Par dérivation on obtient : 


3x 20 + 3x#p (x) o'(x) — 6x5 — 6xp(x) — 3x2p'(x) = 0 


et, en utilisant o(— 1) = 0, on retrouve : p'{(— 1) = 2. 

Le lecteur vérifiera que, par une nouvelle dérivation, on trouve : @"(— 1) = - 2. 

Il en résulte qu’en m, la concavité est tournée « du côté des y < 0 ». On constate sur la figure 
que € présente au moins deux points d'inflexion d’abscisse négative. (Cet exemple prouve le 
caractère approximatif de ce genre de tracé : la présence de ces deux points d’inflexions n’était 
absolument pas prévisible). 

* Le lecteur pourra calculer, après étude du chapitre 2, la valeur absolue du rayon de 
courbure en m4: R = 532/2 = 5,5902,. 
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EXEMPLE DE COURBE NON ALGÉBRIQUE. — f(x, y) = x? — y? — sin (xy). 


Régionnement. — € qui est conservée par la symétrie sQ et par la rotation r(0, n/2),est incluse 
dans la partie du plan d’équation |x? — y°| < 1, limitée par les hyperboles (L}x? — y? = 1, 
('}x? — ÿ? = — 1 et contenant ©. 


Étude au voisinage de O. On calcule : 
FC y} = 2x — poos(xy}  fite y) = — 2y — x cos (xy) (5) 


On en déduit que © est un point singulier et que :r = 2,s = — 1,1 = — 2. Au voisinage de O on 
a deux arcs dont les pentes des tangentes en © sont données par 2y/(1 — y?) = 2; les angles de Ox 
et de ces tangentes sont & et à + n/2 avec à = 1/2, Arc tg 2; à cause de 50, il s’agit de tangentes 
d'’inflexion. 


Construction. — € est engendrée, quand t varie, par H, n K,, où H,et K, sont les hyperboles 
d'équations respectives xy = t et x? — y? = sint. 

Kx72 + 24m est L et, aux points L À Hp 4m € et L ont la même tangente ; en effet aux points 
considérés les dérivées partielles du premier ordre sont, d’après (5), les mêmes pour f et pour 
Conxt — 72. 


FiG. 30. 


On peut tracer une ébauche de la courbe que l'on peut préciser en remarquant que @ se 
déduit par la symétrie s, suivie de la rotation r(0, x/2) du support €’ du C®-arc paramétré 
(C0, + oo, g) tel que : 


Vte[0, + of gt) = O + pue 
où : 
int 
pt) = #/4rt + sin?r, 20(1 = n/2 — Arc Ce sit>0 


et 
20(0) = Arc tg 2. 
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1.6. THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES ENVELOPPES DE DROITES 


La théorie des enveloppes est difficile, et nous n'en 
aborderons que des aspects élémentaires (le véritable 
cadre de cette théorie est celui de la géométrie projective 
qui nest pas étudiée dans ce cours). 

L'étude qui suit est essentiellement affine. (&, E) désigne 
un espace äffine normé de dimension 2 ou 3 (qui sera 
quelquefois supposé euclidien pour la commodité des 
calculs). 


1.6.1. Position du problème 


Dans tout le sous-chapitre, on se donne un intervalle I de R et une famille, 
(2). de droites affines de &; la direction de la droite 2, est notée D. 


DÉFINITION. — S'il existe un arc paramétré de classe C! au moins, défini 
sur 7 et admettant, pour tout te 1, la droite 2, pour tangente au point de 
paramètre f, on dit que cet arc est une enveloppe de la famille (2)... 


EXEMPLE. — Si la famille est constante (ie. si, pour tout te I, 2, est une droite fixe 2), tout 
arc de support inclus dans ® et admettant une tangente en tout point est enveloppe de la famille. 

Nous aurons, bien entendu, à faire, lors de la recherche d’une enveloppe, des hypothèses de 
régularité sur l'application t + 2, Faute de structure convenable sur l'ensemble des droites de 
&, nous ne pourrons pas exprimer ces hypothèses sous forme intrinsèque; nous aurons donc 
recours à un repère de # (étant entendu que l'on pourrait, chaque fois, vérifier l’invariance par 
changement de repère). 


1.6.2. Cas où les 2, sont données 
par des équations cartésiennes 


3 Dans ce paragraphe, on suppose que & est un plan. $ 


Notation. — & est rapporté à un repère & = (0: i, j} et, pour chaquet el, 3, 
est donnée par une équation : 


u(t}x + v(t)y + w(t) = 0 


où u, v, w sont des applications connues de J dans R, de classe C* (k > 1), telles 
que u et v ne prennent pas simultanément le valeur 0. Par abus de langage, on 
dit que l’on obtient ainsi une C*- famille (@,).., définie cartésiennement. 

1° Exhibition d’une condition nécessaire. — Supposons qu'il existe une 
enveloppe (1, f), avec f(t} = O + o(t)i + W(r)j, où w et y sont de classe C! (au 
moins). La condition suivante est nécessairement vérifiée : 


Vel (We) A(/@eD) (U) 
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Elle s'écrit : 
_ ses + DV + wtD = 0 «) 
u(t}p() + v()V(E) = 0 (2) 


Or, par dérivation de (1), compte tenu de (2), on a encore : 
Vtel  u{t)o(t) + v'()w(e) + w{t) = 0 a) 
Ainsi, pour chaque tel, (@{t}, W(t)} est solution du système : 
(@t}x + ot} + w(t) = 0) À (u'(t}x + v'(t)y + w'(t) = 0) (L) 


2° Étude de la réciproque. — Nous supposons ici qu’il existe un couple 
(@, ÿ) d'applications de classe C”, m > 1, vérifiant (1) et (1°). En dérivant (1), 
nous constatons, compte tenu de (1), que (, W) vérifie (1) et (2). 

Désignons par y l'arc paramétré (1, f), avec f{t) = O + œ(t)i + W(e) j, qui 
vérifie la condition nécessaire I, et cherchons s'il est enveloppe. Nous 
utiliserons les deux résultats suivants : 

a) Soit M,(to) un point régulier de y. Il existe une tangente à y en M, et, 
d'après I, c’est 2. 

8) Soit M,(to) un point stationnaire de y en lequel il existe une tangente. 
C'est qu'il existe un premier entier caractéristique non nul p, avec 


Jo) =... =fo 0) = 0  f) #0 (1<p<m) 6) 
À condition que (p — 1} < k, on peut dériver p — 1 fois l'égalité (2) par la 
formule de Leibniz et, compte tenu de (3) en déduire : 
U(o)E®%(60) + v(to)Wolte) = 0, ie foto) D, 
Ici encore la tangente à y en M, est ®,. 
ConcLUsion. — Pour que l’arc y considéré soit enveloppe, il suffit qu'en 


chacun de ses points il existe un premier entier caractéristique non nul et au plus 
égal à k + 1 (condition qui est vérifiée si y est régulier). 


REMARQUE. — Il va de soi que si y admet un point stationnaire en lequel il n'existe pas de 
tangente (ie. en lequel tous les entiers caractéristiques sont nuls), y n’est pas enveloppe (cette 
situation se produit dans le cas où. sans être fixes, les , contiennent un point fixe). 


Pratique. — On suppose k > 2 On introduit l'application 
ô:t + uft}v{t) — u{f}u(t), et on constate, par application des formules de 
Cramer : 


PROPOSITION. — Si 8 : 1 — R ne prend pas la valeur 0, il existe un unique 
couple (o, ÿ) d'applications vérifiant (1) et (1'}. Elles s’écrivent : 


Low — vw) WOW — wOu() 
PO = oo =" OT OO = 070 


et sont de classe C*7!. Il y a, dans ce cas, au plus une enveloppe. 


(a) 
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Comme 3 ne prend pas la valeur 0, l'arc y défini à l'aide de (4) est régulier si et seulement si 
l'application A définie par : ut) 00 vw 


A@ = ut) vo) w() 
u"(D 2") w'() 
ne prend pas la valeur O0. Lorsque cette condition est remplie, y est enveloppe unique. 
Pour tout tel on a effet: 
po + v()W() = 0 
u'()@'(E) + v'()N'C) = — (PE) + DOVE) + °C) 
(ia première de ces égalités est (2), l'autre est déduite de (1) par dérivation). 


On en déduit que: vVtel (@'{) w'() # (0,0) 
s'écrit : Vrel u"(t)g(t) + v"(t)4(r) + w°{t) À 0 
et aussi (compte tenu de la définition de @ et W): Vtel A(r) # 0. 


+ L'étude systématique du cas où & prend la valeur O ne sera pas entreprise (nous verrons 
des exemples). Nous partagerons donc en général l'intervalle Z en sous intervalles sur lesquels & 
ne s’annule pas 
3° COMPLÉMENTS. — On reprend la C*-famille (2,).., définie cartésiennement au début du 1.6.2, 
en se limitant au cas où k > 2, où 5 = uv — u'v ne prend pas la valeur O, et où l'arc (1, f), défini 
par le couple (p, Ÿ) donné par (4), est enveloppe unique. 

a) Il est clair que toute C*- famille (DY),er, définie cartésiennement et telle que 2* = 9, pour 
tout tel, s'obtient en remplaçant (u, v, w) par (pu, pv, pw) où p : 1 + R, de classe C*, ne prend pas 
la valeur 0. On constate que, pour tout sel, (L,) est remplacé par : 


+ 0()y + w(1) = 0 
ax + D + we) + p'E)/pE). Lux + vtr + w(] = 0 


Bien que la seconde équation ait changé, ce système admet (œ(t), W{t}) pour solution unique; (2*}..; 
admet donc (1, f) pour enveloppe unique. Notons que p et À sont remplacés par p?5 et p'A. 


b) Changement de paramètre. — Soit @ un C*-difféomorphisme d'un intervalle J de R sur I 
Cherchons l'enveloppe de la famille de droites (2, = 24e; Nous avons à résoudre, pour tout 
ÀeJ, un système Li qui, compte tenu de la non nullité de @'{À)}, s'écrit : 


ee + 0B(A)y + w(B(A) = 0 
u'(BQ))x + v'(B(A)}y + w(O(À)) = 0 


On constate qu'il s'agit de Len, et on en déduit que L; admet la solution unique (p(B(à), 
YW(O()); (Dies admet donc l'arc paramétré (J, f © 0), C*7!- équivalent à (I, f), pour enveloppe 
unique. Ici p et À sont remplacés par & . 8e @ et 8. A » 8. 

e Dans les deux cas, les deux familles de droites jouent des rôles symétriques. 

e Terminons par quelques exemples. 

EXEMPLE [. — On donne ,, 1e, par : 2tx — y = 2pt° = 0 (pe R*). 

Ici L, est : (2x — ÿ — 2pt? = 0) À (2x — dpt = O). 

Il est de Cramer pour toute valeur de t et donne la solution unique : 

x—2pt, y = 2pt? 
y = (R,f, avec f(9 = O + 2pri + pr” j est un C° arc-paramétré qui est visiblement régulier, et 
est donc l'enveloppe unique de la famille. 

REMARQUE. — L’équation cartésienne de supp y s'obtient en éliminant fe R entre les deux 
équations-de L,. Ceci revient à écrire que 2x — y — 2pt? = 0, équation à l'inconnue t € R, admet 
une racine double, ce que l'on peut faire ici en annulant un discriminant : on trouve x? — 2py = 0 
(supp y est une parabole). 

Cette méthode, souvent commode, pose des problèmes de réciproque : elle fournit seulement 
une partie du plan à laquelle appartient le support de l'enveloppe si elle existe. 
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EXEMPLE IL — On donne 2, te, par: 


Ge — 6)x + GE — 1)y — 2 = 0. 


. (22 — 16)x + (3 — 1)y — 28 = 0 
Ici Z, est: à 
t(1 — tx + 2y — 2 =0 
; PRE t 
Pourt # 0, il est de Cramer, de solution unique : x = Te) ne On constate que 
+ f 


t ë 
7175 i+ si est le seul arc de classe C! qui vérifie L, pour tout 
‘ + 


te R (y compris t = 0). Il est C® et on constate qu'il est régulier ; il est donc enveloppe unique de 
la famille. Son support est une lemniscate de Bernoulli (cf. 1.2.1, 1° et fig. 3). 


Y = (R,f) où f{t) = O0 + 


EXEMPLE III. — On donne Z,teR, par: x sint — y + cost = 0. 

Ici L, est: (xsint — y + cost = 0) À (x cost — sin à) = 0. 

— Pour ten/2 + nZ, L, n’a pas de solution : (2,),R n'a donc pas d’enveloppe. 

— Pourt#x/2 + xZ, L, a la solution unique : x = tgt, y = 1/cost. Pour tout ke Z, notons 
1 =] 7/2 + kn,n/2 + kn(. On constate que chaque famille ei, admet l'enveloppe unique 
n = te 0 +igti + 1/cost.j) dont le support est, selon la parité de &, l’une ou l'autre des 
branches d'une hyperbole #, dont les asymptotes sont précisément les droites 2,,,,,, qu'il a fallu 
écarter. 


REMARQUE. — L'étude des équations trigonométriques apprend que l'équation 
xsint — y + cost = 0, à l'inconnue te R a une racine double si, et seulement si x+1= 7: 
c'est une équation de #. 


4° Cas particulier. — Ici le plan est euclidien et rapporté à ur repère 
(0; i, j) orthonormal. On donne une C#-famille de droites (,)s,, par leurs 
équations normales : 


x cos 8 + y sin 8 — p(6) = 0 (1) 
où p: 1—R est de classe C(k > 1). On a ici: 
xcos (8 + n/2) + y sin (6 + 7/2} — p'(8) = 0 (1) 


équation normale d’une droite ® orthogonale à 24 Pour tout 8 € I, L, est un 
système de Cramer. La seule solution possible est ainsi le C*” !-arc paramétré 
y = (Lf) avec : 


J(6) = O + p(6jue + p'(8)vs 


Si y admet une tangente au point de paramètre 8, il s’agit de ®, (et alors 4 est 
la normale). Comme : 


JG) = (P(6) + p’(B)vs 


on peut affirmer que y est enveloppe de la famille (24), au moins s’il est 
régulier, ie si p + p” ne prend pas la valeur 0. 


REMARQUE. — En dérivant (1'}, on obtient : 
xcos@ + ysin 8 — (— p"{(8)}) = 0 a”) 


En associant (1') et (1”), on obtient (en général) l'enveloppe de la famille des normales à 7, ie. 
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la développée de y (cf. 2.2.1, 5°); le centre de courbure de y au point de paramètre 6 est (en général) : 
0 — pus + p'(O)ve = /(0) — (p(8) + p'(B)ue 
eton a: IRel = |P() + p'{6)l. 


De même, en associant à (1} l'équation : 


8 
x cos (6 — x/2} + ysin (e _- :) — Î p(u) du = 0 
8, 


on obtient une développante A,, de y (cf. 2.2.1, 7°). 


EXEMPLE. — Astroïde. 


Deux points q et g° décrivent deux droites orthogonales de #, euclidien de façon que d(g, g') 
garde une valeur constante a. On peut prendre les deux droites pour axes de coordonnées et 
repérer le couple (g,q') par des coordonnées polaires du point i de #, se projetant 
orthogonalement en g sur Ox et en g' sur Ov, qu'il est commode d'écrire (x/2 — 8, a), avec 
6€e[0,2n[. La droite gq' s'écrit ainsi 


(Ze) x cos 8 + y sin 8 — a sin 8 cos 8 = 0 
L'enveloppe éventuelle est ainsi l'arc paramétré ([0, 2x{,f}, avec 
f{6) = O +asin8i + acos’ 6j 


@ + p'X6) = © s'écrivant sin 8 cos 8 — 0, les seuls points stationnaires de Y sont ceux qui 
correspondent à 8 € {0, x/2, n, 3x/2}. En calculant f"(6), on constate qu’en chacun de ces points y 
admet une tangente de rebroussement, qui est la droite 24 correspondante. 

On dit que y est une astroïde. On constate que la développée y de y s’en déduit (fig. 31) par une 
similitude de centre © (attention cependant aux points de y en lesquels R, = 0!) 


FIG. 31. 


1.6.3. Cas d’une famille définie paramétriquement 
$ Dans ce paragraphe, & est de dimension 2 ou 3. $ 


1° Notations. — On donne deux applications a et b de classe C* (k > 1) 
d'un intervalle 1 de R, à valeurs dans # et dans E\{0} respectivement. Pour 
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chaque te I, on désigne par 2, la droite affine a(t) + Rb(f) de #. On obtient ici 
une C*-famille (Q.).., définie paramétriquement. On cherche si elle admet une 
enveloppe. 


2° Exhibition d'une condition nécessaire. — THÉORÈME. — Avec les 
notations du 1°, une condition nécessaire d'existence d’une enveloppe est : 
Vtel le système (a'(t), b(t) b'(t) est lié @ 


Supposons qu'il existe une enveloppe y = (1, f), arc paramétré de classe 
C". C’est qu'il existe une application À : 1 — R vérifiant : 


Vrel  f(t) = at) + A(t)b(t) (1) 


Cette application est de classe Cifm, ainsi qu'on le constate en 
munissant provisoirement € d’une structure euclidienne et en calculant : 


À (e) = [Ib (at) (0) 
On a par dérivation de (1) : 
Vtel ft) = at} + Gb) + A(t}b'(0) «”) 


et comme nécessairement : f/(t) € Rb(t), on a (1). | 


REMARQUE. — Dans le cas de &,, (1) n’est qu’exceptionnetlement vérifiée. En anticipant sur 
3, on constate que (I) équivaut à : 
La C*-nappe géométrique réglée représentée par (I X R, F), où 


Fu, v} = a(u} + vb{u) 


est développable. , 


3° Étude de la réciproque. — Les notations étant celles du 1°, nous 
supposons que la condition (I) du 2° est remplie. 

Une enveloppe ne peut être que de la forme y=({1,f), avec 
A0) = at) + MOb(E), où À : 1 — R est de classe C! au moins et vérifie : 


Vtel ae) + A(o)b'(r) € Rb(r) (2) 
(condition équivalente à : VteR f;(1) € Rb(r)) 


En munissant provisoirement & d’une structure euclidienne orientée, on 
constate que (2) s'écrit : 
vVtel A(b(E) À DE) = at) À br) 
ce qui, compte tenu de ce que (1) implique que b({r) A b‘(r) et a'(t} À b(t) sont 
colinéaires, fournit un unique À(t) pour tout t tel que b(r) À b’(t) Z 0. D'où : 


PROPOSITION. — Si la condition (1) est remplie, si l'application b À b' ne 
prend pas la valeur O et si & > 2, alors il existe une unique solution possible, à 
savoir le C*”L.are paramétré (1, f) défini sans ambiguïté par : 


(f = a+ àb) A (Kb Ab)=4 Ab) () 
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Cet arc est effectivement enveloppe si et seulement s’il admet une tangente en 
chacun de ses points, condition qui est remplie s’il est régulier. 


Il reste, dans chaque cas concret, à étudier les tel tels que 
b(t) À b'(r) = 0, et à éventuellement scinder 7 en sous-intervalles sur lesquels 
on peut appliquer le résultat précédent. 


Cas où dim & = 2. — L'énoncé précédent se simplifie en ce sens que (I) 
est automatiquement remplie et que (3) prend la forme, d’un emploi plus aisé : 
Ca'(0, b(9] 


(Mel) SG) = at) + Th, bO] be) (4) 


4 EXEMPLE. — &, est euclidien orienté, rapporté à (0; i, j, k) orthonormal direct. (2,)..n est 
définie, avec les notations du 1°, par : 


= O0 +({cosr + tsinri + (sinr —tcost)j 
bf) = —sinti+costj+ak (aelR) 


* (le lecteur vérifiera que l’arc paramétré (R, a) représente une développante de cercle 2.2.3, 7°). , 
On constate aisément que {1} est remplie et que, t ++ b(t) À b'{t) ne prenant pas la valeur 0, 
(1) détermine un unique arc paramétré 


y = (Rt 0 +cosri+ sintj + ak) 


qui est visiblement un arc régulier (hélice circulaire), et est ainsi l'enveloppe (unique) de la famille 
Gen: 


5 Compléments. — On reprend la C*-famille (2,).., où , désigne a(t) + Rb(r), en se limitant 
au cas où (1) est vérifié, où k > 2, où b À b' ne prend pas la valeur O et où le C*” l'arc para- 
métré (1, f) défini par (3) est effectivement enveloppe unique. 

Le lecteur vérifiera que, dans ces conditions : 

a) Toute C*- famille (D)... définie paramétriquement et relie que D = %, pour tout te [ admet 
(1, f} pour enveloppe unique. 

[On utilisera le fait qu’une telle famille s'obtient en remplaçant (a, b) par (a + œb, pb}, où p 
ne prend pas la valeur 0, et que l'application b À b’ est multipliée par p?]. 

b) Si dim & = 2, toute C*- famille (Y)..r définie cartésiennement et telle que D* = 9, pour tout 
te 1 admet (I, f) pour enveloppe unique. 

[On peut se limiter (grâce à 1.6.2, 3°) au cas où 2} est donnée par l'équation cartésienne : 


CX — a(t), b(9] = 0, où X est le point générique de &. 
On obtient L, en adjoignant : 
EX — a(t), bo] — Cat), b(9] = 0 
L, admet clairement la solution unique : X = a{t) + Ab(r) avec 
A C(E), b1 = Cet, b(O] ie. X = f(]. 


c) Pour tout BeDif*{J, 1) la C*-famille de droites (9, = Dyajhes admet arc para- 
métré (J, f ° 8), C*7! équivalent à (1, f) pour enveloppe unique. 


En conclusion, on dispose d'une grande souplesse dans la recherche de 
l'enveloppe d'une C*-famille de droites d'un plan dont l'ensemble des 
éléments est imposé (par exemple l’ensemble des normales à un arc 
paramétré). è 


EXERCICES 81 


EXERCICES 


e Nous considérerons comme donnés un espace affine #, de dimension 2 ou 3, et un repère # 
de &. Il sera commode (même si ce n’est indispensable que dans des exercices que le lecteur 
reconnaîtra aisément) de supposer que & a été muni d'une structure euclidienne et Æ choisi 
orthonormal. 

+ Nous désignerons souvent par la même lettre un arc paramétré et son support, un point de 
Farc et son image; les invariants affines (et plus tard métriques) associés au point de l'arc seront 
considérés comme liés à l'image (quelques précautions sont à prendre dans le cas de points 
multiples). 


e La notion générale de «courbe» relève de l'étude des sous-variétés de #, (cf. 3.3) : une 
courbe apparaîtra (sous certaines conditions) comme une réunion de supports d’arcs plongés. Nous 
conformant à la tradition, dans l'énoncé des exercices nous désignerons par «courbes» (et plus 
tard par «surfaces ») des sous-ensembles de #; ct de #, que le contexte permettra d'identifier (en 
général le support d’un arc paramétré ou une réunion finie de tels supports). 

e Le mot «lieu» doit être compris au sens d'ensemble. 


e Ces conventions sont valables pour tous les exercices du cours. 


COURBE DE PEANO 


1.01. — Soit C le compact [0, 11? de R2. Pour tout entier n > 1, nous allons définir 
par récurrence une subdivision (Chloe, < de C en 4" carrés égaux (de côté 1/2") C est 
divisé en quatre carrés égaux (de côté 1/2) numérotés arbitrairement : C9, C!, C?, C?. 
La subdivision (Ckjocscæ_1 étant supposée construite on obtient la subdivision 
(Cocker: _1 en subdivisant chaque CÀ en quatre carrés égaux : 


: 3 6 + 
k 
Ci = U Ci -.. Co = Ù Ci... 
K=0 K=4r 


Soit alors te [0, 1[. À tout ne N* associons le carré K, — Ces 
a) Montrer que K,,, © K,et [A K, = {(x(t), y()}}. 
neN* 
b) Montrer que les applications x et y ainsi obtenues sont uniformément continues 
et qu'elles se prolongent en des applications continues de [0, 1] dans [O, 1]. 
€) Vérifier que t + (x{t), y(t}) est surjective de [0, 1] dans C. En déduire que C'est 
le support d'un arc continu. 


GÉOMÉTRIE PLANE 


102 — Construire la « courbe » définie par l’une des équations : 
y = Vx -1; y = — x: y — 3/5 +41 + 3/21; 


y = elx /(x(x + 2) 


y = xexp(2x/{x? — 1); y =x"#Log(i +x+x?/2) —- x7?; y =chxcosx 
y=2 3x +2 +e /dx? + {x +2, ‘ee{-1,1} 


1.03. — Étudier les branches infinies de la «courbe» définie par l’une des 
équations : ae % 4x2 | __ bE(x + 2) 
ou ÉrS 2x —1” Li x+i 


y = x? Arcsinx/{x +1); y = xexp(Arctg x); y = (1 + xjsothx 
y = xi+ Milo xh y = (x + 1) +{/Logx 
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1.04. — Symétries de ta «courbe » d’équation : y = (ae* + b}/(ce* + d). 


105. — Étudier la déformation, quand le paramètre À varie. de la «courbe » 
d’équation : 
a) y = Log ne b) y ={(chx + Ash x); c) y = AMI. 


1— 2x 


Pour la dernière, on déterminera la nature du lieu des points d’inflexion éventuels 
(quand À varie). 


1.06. — Construire les supports des arcs paramétrés définis par : 
x=#+t x=8+i 
y =1#$ y=t#+e 


(dans chaque cas : étude directe au voisinage de Forigine). 


1.07. — Construire les supports des arcs paramétrés définis par : 
: t +32 2 
= — X — X = 
1-8 t2—3+2 a +2? 
_t{ = 2) nur SEC C 
1-r | +tr-2 a+ry 
1 1 2 3 
x= x = Poe 
1-# CE CS ORNE | . ; 
asymptotes; algnemen € rois 
‘4 2 : (asymptot digi t de ti 
= Î — ar de Eee 4 points: inflexions) 
; Jirw t t+l t-—-1 
t 
ge 
x=te Fe #9 ; a 
LE ia (oncavité) 462 (alignement de trois points) 


Cntren 
1e * 


= cos 1.(4/2 cos t + 1) D A ee, 


= sin #.(4/2 cos + — 1) y = JF? —-1 y =tgt(i —sint) 


i t 
x = [leo ausnu cu 
: ons =t-—2cht 
È =t"!Logt = 2/cht 
| = [lim 2u cos u du E 1 
! o° 


f 
y 
£ = (+ 2,/1- 82) Ê = e‘/cos t x = cht/sht 
y=(i-2,/1-#4)72 y =etsint y = cost/sht 
; = (tt + 1)exp(1/#2 — 1) £ = tell £ 
J=t-Dexpié-1)  Dec-2%e "tr  L& 


ÿ 1/cos 34 { 
2 


1/sir2t sin? 36 


= cost 


= cos t/3 + sin t/3 


* 
I 


= $ Log t*/{t — 2)? 


tt +sint Ê 
y=#/{t-6 


1/cos t y 


EXERCICES 83 


1.08. — Étudier la déformation, quand le paramètre À ou (à, ui) varie, des supports 
des arcs paramétrés y;,, ou Yru définis par : 

a} x — 1/2.tg2t — Acost, y =tgt+Asint; 

b}jx=t(t — A) — 1) 2, y = (t — 1} 2; 

c)x=t+, y = 1? + 4u/t (on déterminera la nature du lieu des points de 
rebroussement) ; 


d\x=t+At y=(t+1) +u/t (lieu des points de rebroussement; 
l'asymptote passe par un point fixe; parabole asymptote). 


1.09. — Soit f une fonction à valeurs dans R, de classe C? sur un voisinage de 0, 
telle que f(0) = f’(0) = 0 et f”(0) > Q. Pour Àe R* assez petit la droite d’équation 
y = À coupe la «courbe » # d’équation y = f{x} en deux points m et m’. Soient p le 
milieu de mm' et g le point d’intersection des tangentes en met m'a €. Les droites Dopet 
D ont-elles des limites quand À tend vers 0 ? 


110. — Construire le support @ de l'arc paramétré y défini par : 
x= +8) +), p = t/(1 + 1. 


En s'inspirant sur l'étude du 1.3.2, 2°, écrire une condition nécessaire et suffisante 
pour qu’il existe une droite Z telle que l'équation aux t des points de Z A € admette un 
système de racines donné (t,,12,t3,t4). En déduire les points d'inflexion de y 
Gustification à l'appui). 


1.11. — Étudier les arcs paramétrés représentés par : 


._ 1-24-r 2-%-r# 
RÉ pe Ge 
1-t lt 


Construire leurs supports. 


112 — Soit y l'arc paramétré défini par: x = at?, y = at. 
a) Lieu des points d’où on peut mener à y deux tangentes orthogonales. 


b) Lieu des points d’où l’on peut mener à y trois tangentes telles que le cercle 
circonserit au triangle formé par les points de contact soit centré sur supp Y. 


1.13. — Soit & la lemniscate de Bernoulli représentée par : 
x=t(i+é#); y=6/1+# 


a) Former, sous forme de relations entre les fonctions symétriques élémentaires ©; 
de leurs paramètres t;, une condition nécessaire et suffisante pour que quatre points m, 
ieN,, de € soient alignés. 

b} Soit "m un point de € tel que la tangente en m à  recoupe & en deux points m, 
et m,. Déterminer le centre du cercle circonscrit au triangle Omm,. 

c) Montrer que par un point m de € de paramètre ft # 0 passent deux tangentes à 
& dont les points de contact p, et p, sont distincts de m. Écrire une équation de la 
droite 2, qui contient p, et p,. * Trouver l'enveloppe des familles (9,).me et (D}sere. * 
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114, — Soit € la « courbe » représentée par : x = 1/P{t), y = t/P(t), où P est un 
polynôme de degré 3. Rechercher la limite éventuelle de la suite (m,),.\A de points de € 
ainsi définie : my e € est donné, m,,, est le point où la tangente en m, à € recoupe la 
«courbe ». 


COORDONNÉES POLAIRES (REPÈRES ORTHONORMAUX) 


1.15. — Construire les supports des arcs paramétrés définis, en coordonnées 
polaires, par : : 
Eu EE ee 
p=t#-4 p=tgt p=t/sht 


1.16. — Construire les supports des arcs paramétrés définis en coordonnés polaires 
par p = af(8), où f(8) admet successivement.les expressions : 


sin n6, où cos n6, ou tg n6, ne {1,2, 3,4, 1/2, 1/3, 2/3} 
cos pô cos LR 


11 
; 2,3 À = 
cos g8 He sin rh acts pue moe ÿ 
g(6) ie = sin 6, sin 20, sin? 0, tg 0 


k (6) h(9) = sin 9 — cos 8,2 cos 8 — 1,1 + 2cos 0 


NRA + V1 = sin 28: cos 4 — cos 28; (/cos 28 
sin6/2 sin(26 — x/4) sin 6/2 
cos 8 — cos 26° 1 — cos 83 sin 30 ‘sin 8/3 
sin0/2 sin20/3 sin 6 . 18872 sin? 20 
1 — 2sin 8/2” sin 0 + cos 8” 1 + cos 8 cos 20° 1 — sin 0” sin (0 — #/3) 
sing 6 9-1 6? 
0 ‘sn0 6+1 0° n° 
A + 180} + (1 — tg 0); ch (8 + 1}/ch 6; (cos 8 + sin 8)/cos 26 


1.17. — Construire les « courbes » d'équations polaires p? = a? f(8), où /(8) admet 
successivement les expressions : 


cos 28 t80 no à CR sin 8 
sin 6 * cos 26" ES IE" 2 cos0 
1.18 — Construire les « courbes » d'équations polaires : 


p? cos 0 — 2ap + da? sin 0 = 0: p?cos 8 — 2ap cos 28 + a? cos 6 = 0 
p* — 4p + 6(1 — tg2 8) = 0; (p — 1){p + 138 = p;0 = pp + L{p + 2) 
p? — 26p + 1 = 0,9? = p(2 — p); sin 8 = (p? — 3p}/{p + 1) 


1.19. — Étudier la déformation, lorsque À varie, de la «courbe» d’équation 
polaire : 

+1 8=XÀ; p=sn2B+À; p= —— 

La pee PS PTT cos 26 


p = a cos 8 + À (limaçon de Pascal) 


P= + À (conchoïde de droite) 


cos 8 
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(Dans les deux derniers cas, étudier le lieu des points d’inflexion quand À varie). 


120. — Soit &, la «courbe » d'équation polaire 
p? — 2ap cos 8 — Aa? sin? 8 = 0, aeR* donné. 


a) Construire @, et étudier sa déformation quand À varie: 


b) Pour À donné, lieu des milieux des segments [m, m”] où m et” sont deux points 
distincts de #,\{0}, alignés avec O. 


c) Pour À donné, lieu des centres des cercles qui contiennent O et sont tangents à 
€, en un point distinct de ©. 


121 — Montrer que l'équation polaire p = a sin 0/3 représente un limaçon de 
Pascal. 


1.22. — Nombre des points d’inflexion de la «courbe » d’équation : 
p (cos n0 + a cos 4 + Gsin8) = 1, (ne N). 
Montrer que ces points sont alignés. 
1.23. — Asymptotes de la « courbe » d’équation : 
p'(a cos n6 + B sin n0) = 1, (ne N). 


1.24. — Montrer que l’on peut mener à la cardioïde d'équation p = a(l + cos 8) 
trois tangentes de direction donnée 8. Étudier, quand 6 varie, Paire , du triangle 
formé par les points de contact; lieu de l’isobarycentre m3 de ces points. 


1.25. — Lieu du point d’intersection des tangentes (resp. des normales) à une 
cardioïde en deux points alignés avec le point de rebroussement. 


126 — Lieu des projections orthogonales de O sur les tangentes à la spirale 
logarithmique d’équation p = ae"? 


127. — Lieu des pieds des normales menées par un point fixe à une spirale 
logarithmique de grandeur constante qui tourne autour de son point asymptote. 


1.28. — Lieu, quand À varie, des points de contact des tangentes à la conique 
(&,) p{i + e cos 9) = À, (e fixé) 
qui contiennent le point donné © + ai. 


129. — Lieu des points par lesquels passent deux tangentes orthogonales à la 
«courbe » d'’équation : 
a) p = @"° b) p{1 + e cos 8) = p; c) p = a(l + cos 8} 


1.30. — Construire la «courbe » € d'équation polaire : 
p=cos6/8 [resp. p = 1/ch 9] 


Une droite contenant O coupe € en une infinité de points. Montrer que les tangentes à 
en ces points sont concourantes (resp. tangentes à une même conique). 


131 — Montrer que les asymptotes de la courbe d'équation 
p(8 cos 8 — sin 8) = 1 sont tangentes à une courbe algébrique. 


86 ÉTUDE AFFINE DES ARCS 


1.32. — On considère celles des tangentes à une cardioïde € qui recoupent la 
«courbe » en deux points distincts m, et m, ; lieu du point d’intersection des tangentes 
à € en mi et m. 


COURBES DÉFINIES IMPLICITEMENT 


£33. — Construire la courbe définie par l'une des équations : 
xp — y = 0 EG? + y D=(p+x+ (x +1) 
Gp? +(x-2);-1=0 4x$ — 5x*y — y +2y2=0 
x (y? = x?) + x7 — 2y2 =0 X?(x — y) + 4x? — y} = 0 
(ri — pa} = (x2 + y?) = 0 x +xt— y —xy=0 
x$ + 2x — 3y2=0 (y — x?)(y — 2x2) - x = 0 
xpX —y)+x?+y}-x=0 x1ÿ2+ xp + xy—1=0 
xt pt — (7 + 2x7 — y?) = 0 xt + pt = pt +27) + y = 0 
DH CG + PS +x2 - y2=0 x2y2 2 x + y = 0 


 — 1) — 2x — 3) + (y — D — 2% — 3) = 0 


1.34. — Étudier la déformation, quand À varie de la courbe €, d'équation : 
a) (y + 2x) (5 + x) — (x — y») = 0 

D} x + yf — Axy? — (x? + y) +1 = 0 

c) (4x? — y?) + A (2x — y}x2 + 8x2 + y? = 0. 

d) xhe* = yher 


135. — Construire les courbes définies par les équations : 


x? — Logx = y? — Logy; x’ = y"; xsiny = ysin x; cos x ch y = cosych x 
y + Log y = x + Log x + À (déformation quand À varie) 
x Log x + y Log y = x 


(L’équation étant écrite f(y) = f(x}, ou f(y) = + f(x) + À, on utilisera la représentation 
graphique de la fonction f). 


1.36. — Étudier la déformation, quand À e R* varie, de la courbe #; ensemble des 
points dont le produit des distances aux sommets d’un carré donné est A4. 
137. — Lieu, quand À varie, du point d’intersection de la courbe &, d'équation 
y — Ax)(x? + y?) — a(x? — y?) = 0, (ae R* donné) 


avec son asymptote, 


1.38. — Montrer que la courbe d’équation : 
C2 + y?)y? + 2/2 — Lx? + y?) + x? — y2 = 0 
est une conchoïde de conique (de foyer O) i.e. admet une équation polaire de la forme : 


2 P 
p 1 +ecos 8 

139. — La courbe d’équation xy* — x? + y = 0 admet une branche tangente à 
l'origine à l'axe des x, représentée par y = @(x} Trouver un développement limité à 
l'ordre 25 de la fonction y, au voisinage de 0. 
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1.40. — Construire la courbe € d’équation : 
2 — y?)(x2 + y? — a?) — 2ax(x? + y?) = 0 
Trouver le lieu des centres des cercles tangents à en deux points alignés avec ©. 


141. — Soit & la courbe d’équation f(x, y) = 0, où fest définie sur un ouvert W 
de R2, et de classe C2. Montrer que pour qu’un point régulier "m de € en soit un point 
d’inflexion, il faut et il suffit que les coordonnées (x, y) de m vérifient h(x, y) — 0, avec : 


0 f. ?, 
h=lf fa fs (h est dite hessienne de f) 
5 Jr f 
ENVELOPPES. 
1.42. — Construire l'enveloppe y de la famille (Zen avec : 


(23) xcos 8 + y sin 8 — a(2 + cos 29} = 0 


Que peut-on dire de la distance de deux tangentes parallèles à 7 ? 


143, — On donne un triangle abc. Trouver l'enveloppe des droites qui le partagent 
en un triangle de sommet a et en un quadrilatère dont le rapport des aires est donné. 


1.44, — Enveloppe de la famille des droites (2,);.7 une équation de %, étant : 
a) xch?#+ ysh?t — ach?22 = 0 
b} (A — 3#}x + 1(3 — t2)y —- a =0 


€) x cos t + ysint — a,/sin 2 = 0 


145. — Enveloppe des cordes d’une ellipse vues du centre sous un angle droit 
(resp. vues d’un foyer sous un angle donné). 


1.46. — Enveloppe des cordes d’une parabole qui déterminent avec la courbe des 
domaines d’aire donnée. 


147. — Enveloppe du second côté d’un angle de mesure donnée dont le sommet 
décrit une droite fixe et dont le premier côté passe par un point fixe. 


1.48. — Enveloppe des cordes de la courbe : 
a) x(x? + y?) — ay? = 0; b) x° + y? — 3axy = 0; €) p(cos 8 + cos 38) = a 
vues de O sous un angle droit : 
1.49. — On considère l’arche @ de cycloïde représentée par : 
x— aft — sint), py=a(l-sint); te [0,2%] 


Au point m de &, de paramètre t, on associe la droite 2: symétrique de la tangente en m 
à € par rapport à la droite m + Ri Enveloppe de la famille (Zero 


L.S0. — On donne la strophoïde droite € représentée par : 
x=al-8){i +8) y=tx 
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D'un point m de l’asymptote 7 on mène deux tangentes à €, dont les points de contact 
déterminent une droite 2, Enveloppe de la famille (2, 


1.51. — Soit y la cissoïde droite définie par : 
x = aëf(1l + 2) y = at/(l + #2) 


Déterminer un cercle C tel que la polaire par rapport à C d’un point quelconque de y 
soit une tangente à y. 


1.52 — Caustique par réflexion d'une cardioïde p = a(1 + cos 0), le point 
lumineux étant ©. 


GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE 3. 


1.53. — #, est euclidien et (0; i, j, k) est orthonormal. On appelle À l'ensemble des 
droites de & qui ne sont pas parallèles au plan Z d'équation z = 0. Pour tout 
(2, Z'}e A? on dispose : 

LA 
— d’une part des traces m et m' de ? et Z' sur #, de l'angle 8e Le d de 2 et ? 


et donc de: 8,(2, 2) = Im] +0 
— d’autre part des équations, uniques caractérisant 2 et Z': 
(2) (x =az+p}A(y=bz+39) 
(2) (x = 22 +p} A (y = b'z + g} 

et donc de: $,(9, 9) = la = a + |b — b1+ Ip pl+lg = al 


a) Monirer que 6, et 5, sont des distances sur À, et qu’elles sont topologiquement 
équivalentes. 

b) Montrer que le sous-ensemble de A formé par les éléments contenant un point 
donné de & est un fermé. 

c) Montrer que le sous-ensemble de À formé par les éléments rencontrant une 
sphère fixe en deux points est un ouvert 


d}) L'espace métrique (A, ô,) [resp. (A, 8,)] est-il complet ? 
1.54. — Équation du plan osculateur en un point de l'arc paramétré défini par : 
x ei, y=e’, 2= 1/2 
x=tHP +1), pere +), 2=t/( +1) 
p=e", z=e" (coordonnées cylindriques). 

155. — L’arc paramétré y;, défini par : 

xætt, pættit, 2 = tt + + pr? 
peut-il admettre un point double ? 

1.56. — Montrer que les arcs paramétrés définis par 

x=(+2 -1), y = 1), 2= 8/6 —1) 

sont plans; déterminer leurs asymptotes. 
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157 — Étudier les branches infinies des arcs paramétrés définis par : 


x=t#/t-1), y=r/t-1, z=8/t—1) 
(asymptote, parabole asymptote). 


1.58 — Soit y l’arc paramétré défini par : 
x = acos?t, y = asintcost, z=asin?t 


a} Lieu des traces des tangentes à y sur le plan xOy. 
b) Enveloppe des traces des plans normaux à y sur le plan d'équation x = a. 


1.59 — Soit y Parc paramétré déñni par: 
x=1/4+8)  y=t/(t+e)  z=#/( +r) 


a) Écrire, sous forme d’une relation entre les fonctions symétriques élémentaires 
des t;, une condition nécessaire et suffisante pour que trois points m;(t;), ie N;, de y 
soient coplanaires En déduire (avec justification à l'appui) l'équation du plan 
osculateur à y au point mr). 


b) Montrer que par un point donné p de # passent trois plans osculateurs à y, et 
que leurs points de contact déterminent un plan qui contient p. Soit #, ce plan; 
montrer que si p décrit une droite , alors @, pivote autour d'une droite 4”. Montrer 
que et 2’ jouent des rôles symétriques. 

160. — Lieu des points p tels que deux des plans osculateurs à l'arc paramétré 

x=a, y=bt, z=c 


qui contiennent p aient des traces orthogonales sur xOy. 


161. — Pour chacun des arcs paramétrés définis par : 
a) x=t, y=t, z=t 
b} 2t t( + 1) #—t+2 
= , = », Z= 
#II Ari “+1 


écrire une condition nécessaire et suffisante pour que les trois points m,(r,), ie N;, de y 
soient alignés. Étudier l'ensemble des «sécantes triples» à 7. 
1.62. — Soit y l'arc paramétré défini par : 
x=t/( +), y = 8/1 +), z = +) 


a) Trouver les plans bitangents à y. 
b} On donne deux points m,(,) et m,(t.) de y. Un plan variable contenant m, et 


m, recoupe y en deux points p, et p,. Étudier l'ensemble des droites Bpe 
1.63. — Nature de l'ensemble des droites qui rencontrent l'arc paramétré y : 
x=t, y=t, zet 


en deux points en lesquels les plans osculateurs sont orthogonaux 
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164. — On reprend l'arc paramétré y: x = #, y=t?,z=t. 

a) Montrer que par un point m{t) de y passent quatre normales à y dont les pieds 
sont distincts de m. Ces quatre pieds déterminent une sphère S, qui recoupe y en deux 
points définissant une droite 2, Que peut-on dire de la puissance de © par rapport à 
5,7? 

Quelle est la nature de l’ensemble des droites %, ? 

b) Une sphère Z est tangente à y en trois points m,(r). Étudier les ensembles 
respectivement engendrés par le centre de Z et par le cercle déterminé par les points m.. 


1.65. — Soit & la courbe (cubique de Chasles) défini par : 


a) Si un tétraèdre a ses sommets sur # et si deux couples d’arêtes opposées sont 
orthogonales, alors il en est de même du troisième couple et l’orthocentre du tétraèdre 
est un point de €. 

b) Soit $ une sphère centrée sur €. Il existe une infinité de tétraèdres dont les 
sommets appartiennent à # et sont deux à deux conjugués par rapport à S ; les sphères 
circonscrits à ces tétraèdres ont deux points communs ; quel est le lieu de leurs centres ? 


1.66. — Déterminer une application f de classe @? pour que l'arc paramétré y 
représenté par : 


0 + uy + f(8}k 


admette au point de paramètre 6 un plan osculateur qui fasse un angle de mesure 
donnée avec le vecteur u. 
Que devient l'arc y ainsi obtenu dans le développement du cylindre d'équation 
2 2 
x?+y=17? 


2 
ÉTUDE MÉTRIQUE DES ARCS 


Dans ce chapitre, (8, E) désigne un espace affine normé 
qui, à partir du 2.1.2 sera supposé euclidien. Moyennant 
quelques modifications de détail, on peut le remplacer, 
au début, par un espace métrique (&, à). 


2.1. LONGUEUR D'UN ARC: ABSCISSE CURVILIGNE 


2.1.1. Longueur d'un arc paramétré 


1° Notion d'arc rectifiable. — On considère un C°-arc paramétré 
y = (1 f}; pour tout (1, r)e 1? tel que r < #, y,, désigne le sous-arc compact 
(Ce, #1, SITE, #1) de y. Sauf avis contraire, on suppose que y est compact, c’est-à- 
dire que I est un segment [a, b], a < b. 


À toute subdivision & es de [a, b], avec (cf. notations du IIL.6. 2-1) : 
OS = (o<ien: D = t,=b; VieN, ti <t 
on associe le réel positif (appelé longueur d’une ligne polygonale inscrite) : 
KO) = Y dt), ft] 
i=1 
PROPOSITION. — Si deux éléments © et ©’ de S vérifient o < 0’, alors : 
LU) < Lo {r). 


On envisage d’abord le cas où o’ s'obtient en adjoignant un point à l’image 
A(o). On termine le raisonnement par récurrence. | 


© DÉFINITION I. — On appelle longueur de l'arc paramétré compact y 


Vélément {(y) = sup L(y) de R.. On dit que y est rectifiable si, et seulement si 
aef$ 
(y) < + 00. 


Notons qu'en considérant la subdivision & = (a, b) on obtient : 


1) > d[f(a} F(b)] 


et que {(y) est nulle si, et seulement si f est constante. 
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e DÉFINITION IL — Soit y = (I, f) un C°-arc paramétré, où 1 est 
exceptionnellement un intervalle quelconque. On dit que y est localement 
rectifiable si, et seulement si, pour tout (£, r) € I 2 tel que : < t', l'arc paramétré 
compact y. est rectifiable. 


EXEMPLES. — a) Soient (p,g)e&? et f: 4 + tp +(1 — 1). 

— L'arc ([0, 1], f) est rectifiable de longueur d(p, q); en effet, pour tout 6€, on a ici 
IQ) = d(p, a). 

— Larc (R, f) est localement rectifiable. 


b) Soit y un C°-arc de Jordan de # dont le support est inclus dans une droite 2, munie d’un 
repère (0, i); on a y = (1, f), où 1 = [a,b], a < b, et f{t) = xftli; l'application x : [ab] +R 
Étant continue et injective, elle est strictement monotone. Pour toute ce #, on a ici: 


BE = | ZE Gt) — xt JUIN = Ex) — x(a}tIli = dCf(a), FO]. 
ist 


+ est ainsi rectifñiable et, dans le cas où # est euclidien, sa longueur coïncide avec la longueur de son 
support (au sens de longueur d’un segment). Compte-tenu de ce que, dans tous les cas: 
(y) > d[Cf{a), S'(b)], ce résultat traduit l'idée intuitive que «le plus court chemin d’un point à un 
autre est la ligne droite ». 


REMARQUES. — a) On ne confondra pas la longueur d’un arc paramétré avec la longueur de 
son support (notion intuitive non encore définie) Ainsi pour (p,g)e&?, 1 =[0,1] et 
JO =ip+(1-1)4 Parc y={1,f) a pour longueur d{p,q); pour J=[-1,1] et 
go) = 2p + (1 — #?)g, l'arc y = (J,g) a pour longueur 24(p, 4), alors que y et y’ ont même 
support (à savoir le segment [p, gl). 


b) Si on remplace la norme de E par une norme équivalente, la longueur des arcs paramétrés 
est modifiée, mais pas la notion d'arc rectifiable (resp. localement rectifiable). 


2° Propriétés. — Soit y = (I, f), 1 = [a, b] un arc paramétré compact. 


a) Soit y’ un sous-arc de y; alors /(y’) < {(y} En particulier si y est 
rectifiable, alors y’ est rectifrable. 
Vérification immédiate. O 


Il en résulte qu’un arc compact est localement rectifiable si, et seulement s’il 
est rectifiable. 


b) RELATION DE CHasLes. — Soit (!)ce[a, b]; on note I; = [a, c], 1, = [c, b], 
Va = Ya et Y2 = Vs. Alors {(y} = [(y:) + I(y2). En particulier y est rectifiable si, 
et seulement si y, et y sont tous deux rectifiables. 


Notons & (resp. 8) l'ensemble des subdivisions de 7 (resp. de I) A tout 
(o,, 02)e8, x 8, associons oeS obtenue par «juxtaposition» de ©, et o 
(4(o) = A(o:)U A(62)). On constate : L(y} = L,(:) + L,(Y2) d’où il résulte : 


V(oi, 02)e8, x 52, le) + lo2(Y2) < IN) 


et donc : 
I(y1) + Ur) < 1) 


{!) Nous étendons dorénavant la notion d'arc paramétré (!,f) au cas où J est de la forme 
La, a] et nous convenons que, dans ce cas, l'arc est rectifiable, de longueur nulle. 
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Inversement, à tout oe8, associons o’e8 définie par A(o’) = A(o)U {c}. 
On a o < 6’ et donc : L(y) < L(y). Or o’ peut être considérée comme obtenue 
à partir de (0,,0,)e8, x 8, comme ci-dessus, et L (y) = LtY1) + bY2) 


Il en résulte : Voes, BY) < EY1) + Uy2) 
et donc : IC) < y) + y) 
La fin de l’assertion se vérifie sans difficulté. DC 


REMARQUE. — Dans tout ce qui précède, l'hypothèse de continuité de f n'intervient pas. Il 
n'en va pas de même pour la suite. 


3° Abscisse curviligne. — THÉORÈME I. — Soient ? = [a, b] un segment de 
R, et y = (I, f) un arc continu de #, supposé rectifiable. Alors l'application : 
pb R,, try) 
est croissante et continue, 


— est à valeurs dans R, car y est rectifiable, et elle est croissante 
d’après 2° a). 

— Montrons la continuité de ®. Soit t fixé dans [a, bf ; considérons les 
subdivisions : 


o=(u,...t nb,  Oo'=(nu,t,...,t,-1,b) 
et 
g'=(uts,...,t,-2,b) 


des segments [£, b} et Lu, b] (w étant arbitrairement choisis dans 1t,4,(). 
Pour alléger l'écriture, notons L(y), (y) et L:(y} avec des abus de 
notations évidents. 
s et o’ sont des subdivisions du même segment [r, b], vérifiant o < ©’. 
On peut donc écrire : 


LE < Le = d[f(u), FOI + Le (N) 
< dCf@}) FOI + p@) — pu) 


(l'inégalité L-(y) < @(b) — ou) étant valable parce que y est rectifiable). 
La subdivision © étant fixée, on a donc: 


Vueltnil Ly) < d[f() SG] + et) — et. 


En faisant tendre u vers { par valeurs supérieures, il vient, grâce à la 
continuité de f et la monotonie de (qui implique l'existence de @{t +)) : 


L() < () — p{ +). 
Cette relation étant vraie pour toute subdivision © de (+, b], il en résulte : 
PO) — PA < p(b) — lt +) 
et donc œ{t +) < (rt), d'où ot +) = p(t) puisque @ est croissante. 
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En fixant te ]a, b], et en considérant de même une subdivision de [a, t}, 
on montrerait @{t —) = œ(t). 


THÉORÈME II. — Soient y = ({, f} un arc continu localement rectifiable, et 
tel. Alors l'application æ de Z dans R définie par : 


eU =)  t>t pO=-IM) $ 1<to 


est croissante et continue. 


Vérification immédiate. 


REMARQUES. — a} L'hypothèse étant celle du théorème II, adjoignons £, € {, et définissons 4 
à partir de t, comme 9 l'a été à partir de t,. Alors, visiblement : 
Vrel 4 = of) — ot) 


b) Sous la même hypothèse, pour tout (41)e 1? tel que 1 &r': 


Go = 6) — (8. 


DériniTiION L — Soit y = (J, f) un arc paramétré continu localement 
rectifiable. On appelle abscisse curviligne de y toute application @ : 1! — R telle 
que : 


vVér)er  @<r) = (9 = let) — eO). 


Si, en outre, il existe t, € 1 tel que p(t5) = 0, on dit que g est une abscisse 
curviligne d'origine to. 


La remarque b} montre que l'application + introduite dans le théorème II 
est une abscisse curviligne d’origine t,. Nous allons étudier une réciproque. 


PROPOSITION. — Soient @ et ÿ deux abscisses curvilignes de y. Alors il 
existe ce {— 1, 1} et kER tels que ÿ = Ep + k. 

Inversement, si @ est une abscisse curviligne, alors pour tout 
G,Ëje{- 1, 1} x R, sp + E est une abscisse curviligne. 


La seconde partie de la proposition est triviale. Démontrons la première. 

Soient @ et 4 deux abscisses curvilignes de y = (E, f). Si @ est constante, 
alors f l’est aussi, et donc 1 et le résultat est acquis. Sinon, considérons t, e 1 
et l'={tello(t) À p(to)}, qui est non vide. Soit : 


WE) — Yo) 
oo: — {—-1,1} EE e ———_———— 
Ft EU) — (ro) 
S'il existait (t’, t”) e l’? tel que w(f) # œ(t”),et donc @(f) = — «(t”), on aurait : 


Rp) — VEN = lot) + PE) — 2p(o)l 
et, d'après |p{r) — y") = lt) — ou: pt) {pr EU} 


ce qui constituerait une contradiction. Ainsi w est une application constante. 
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En d’autres termes, il existe ee {— 1, 1} tel que, pour tout tel’: 


VE) — 4) = e(EU) — pr) 


Cette dernière égalité est encore vérifiée pour tout te J\. 


CoroOLLAIRE. — Toute abscisse curviligne est une application monotone et 
continue. 
C'est, en effet, vrai pour labscisse curviligne introduite dans le 
théorème IL. 


THÉORÈME IIL — Soient y — (7, f) un arc paramétré continu, localement 
rectifiable, @ une abscisse curviligne de y et J = o(f). Alors o induit un 
homéomorphisme de 1 sur J si, et seulement s’il n'existe pas d'intervalle 
d'intérieur non vide inclus dans I sur lequel f soit constante (!). Il en est ainsi 
lorsque y est un arc simple. 


D'après IIL.4.3.2, 2°, p étant monotone et continue, J est un intervalle, et 
æ induit un homéomorphisme de I sur J si, et seulement si elle est injective. 
Or, pour tout (t,t')e 1? tel que t <t', on a p(t) = p(r), c’est-à-dire 
17.) = 0, si, et seulement si f est constante sur [t, #1]. 


REMARQUE. — Conservons les notations du théorème III (sans supposer @ injective). 
De lot) — pt) = Ky,,,) on déduit : 


VErel (ot op) = 0 = (JE = SN 
D'où la possibilité de définir g : J — f() vérifiant f = g o @ (pour s € J, on pose g{s) = f(t) 


où t est un élément arbitraire de @7 !(s)). 


1 su 
NT 
J 
Soient alors s — q{rt) et s' = p(f} deux éléments de J : 
alg(s} a(°)] = dCf(, JE) < Is — s 
Ainsi g est 1-lipschitzienne, et donc continue. (J, g) est un arc continu, de même support f(1} 


que y. Mais il ne lui est pas en général C°-équivalent, à moins précisément que @ n’induise un 
homéomorphisme (théorème III). 


DÉFINITION II. — Un arc paramétré (1, f) continu et localement rectifiable 
est dit normal si, et seulement si pour tout (t, t’} e 1? tel que t < t’, la longueur du 
sous-arc y, est't' — t, ie. si, et seulement si Id, est une abscisse curviligne. 


Il en est ainsi de l’arc (J, g) de la remarque précédente. 


REMARQUE. — Un arc normal n'admet pas de sous-arc constant. Inversement tout arc 
n'admettant pas de sous-arc constant est C‘-équivalent à un arc normal. 


() Nous dirons abréviativement que: y ne contient pas de sous-arc constant. 
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2.12. Rectification d'un arc paramétré de classe C“(k > 1) 


> Désormais, (6, E) désigne un espace affine euclidien. 3 
1° THÉORÈME. — Soit y = (I, f) un are paramétré compact de classe 
CÉ(k > 1), avec 1 = [a, b](a < b). Alors y est rectifiable, et : 
b 
= [ IF" dt 


— Soit o =(fh.;<, une subdivision de 1; f étant de classe C! et E 
complet, nous pouvons écrire : 


eine | rod, 
et donc : dCflt-), I < és (I de. 


Il en résulte par sommation : {,(y)} <[ If ()ll dt ; y est donc rectifiable, 


et: 
ë 
Im) < [ If" dé 


— Soit  l'abscisse curviligne de y d’origine a (œ(t} = {(y,.)). Donnons- 
nous te [a,b] et he R* tel que t + hela, b]. 

Supposons d’abord he RY ; @{t + k) — (t) étant la longueur de y,,,, 
nous avons, d’après ce qui précède : 


t+h 
EE + h) — pi) & [ If"G)I| du 


et, par définition de la longueur d'un arc: 


If + h) — JO < PE + h) — ot 


d'où, compte tenu de h > 0: 


je +h) JE 


t+h 
OU +) — OÙ) A ("C0 du 


h h kJ, 
Nous en déduisons, grâce à la continuité de u ++ ||f’{u)]] (et pour rt < b): 
… PU +R) — 
ju MER QU. HF OI 
h>0 


Le lecteur fera la même étude pour he R*, et on conclura que @ est 
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dérivable avec, pour tout te [a, b], œ‘(t) = ||f'()Il. Il en résulte : 
b 


b 
I) = p6) — p(a) = [ q'{t) dt = [ IG dt 


REMARQUES. — 4) On retrouve ici la continuité de w, lorsque f est de classe C!. 


b} La démonstration ci-dessus reste valable si on suppose seulement que E est un espace de 
Banach. 


CoROLLAIRE. — Soient J un intervalle de R et y = (1, f) un arc paramétré 
de classe C*(k > 1). Alors y est localement rectifiable, et @ : ! — R est une 
abscisse curviligne si, et seulement si elle est dérivable et vérifie : 


Vtel ®& = Elf 
où £e{— 1, +1} est une constante. De plus, si y est régulier (Le. 
Vtel ft) # 0) alors o est de classe C*. 


Vérification immédiate à partir de la proposition de 2.11,3° et du 
théorème ci-dessus. La deuxième partie de l’assertion tient à ce que ||.|] est de 
classe C® sur E\{0) (!). 

Notons que toute abscisse curviligne s’exprime sous la forme : 


œ(r) = «| If’ Q@)ll du + k, (G&, to, k)e{— 1, +1} x I x R} 


e Équivalence de l'arc et de la corde. — Soit y =({, f} un arc de classe C*{(k > 1) et tel tel 
que f{to) # 0. Par continuité de f' on peut écrire : 


VeeR* doeRt Vuel (lu-t) <a = fu) — f'{to)l < #) 


Fixons un seR* et un «eR* correspondant. Pour (t,r')e 1? vérifiant t — &] < « et 
IH — t6l < & on peut appliquer le théorème des accroissements finis à u + f{u) — uf’(to) sur 
Cr, #1] (resp. Cr’, #1), et l'on en déduit aisément : 


NÉE — FO — le — GO] & et — #1 
et donc, grâce à : 
IPC € 0, HG) — FE 1 — ETS (ol lorsque (45) — (to to}. 


L'inégalité ||f{w)i— J'(o)ll & € impliquant ||f/()}| — [SCI €, on peut écrire dans les 
mêmes conditions, par intégration entre t et #’: 


| If" Q)Il due 


ht nur < el —t 
| 


et donc: (y) = it — #||lf'(t)ll lorsque (tt) tend vers (toto) En particulier : 
Uvx) — If) — SOI lorsque (4, #'} tend vers (fo, to), ce que nous retiendrons sous la forme : 


Au voisinage d’un point régulier d'un arc paramétré de classe C*(£& > 1), la longueur de l'arc est 
équivalente à celle de la corde. 


() Ce résultat reste valable dans un espace de Hilbert de dimension quelconque, 
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2° Calcul pratique. — a) Supposons & rapporté à un repère orthonormal 
(0;e,,...,e,) et f définie par : 


F4 = 0 + 5 x;(te,. 
i=1 


Alors : ||f’(t)]] = (5 «0)" Lorsque 1 = [a,b]: 


ue [ (S OR 
a i=1 


3 
Pour 1 quelconque, les abscisses curvilignes s : 1 — R sont données par : 
Ge) + (és Ë 
de/ 5 \dt 


que nous retiendrons sous la forme symbolique : 


que nous écrirons, dans le cas n = 3, avec les notations traditionnelles : 
ds? = dx? + dy? + dz? 


b} Supposons & de dimension 3, orienté, rapporté au repère orthonormal 
direct (O, i, j, k} et f définie en semi-polaires par f(#) = O + p(rus, + z(t)k, 
p,6,z étant de classe C*. Alors 


If QI = (°?@ + p°(0870 + 7°?) 


D'où, comme ci-dessus : 


b 
I = [ (p?0 + p° (0070 + 726) de 


a 


et 


| ds? = dp? + p? d@? + dz° 


traduisant symboliquement : 


Ge) = (+0) + QG) 
dt dt + P dt x] dt 
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En faisant z = 0 dans ces formules, on obtient le cas d’un arc représenté 
en coordonnées polaires dans un plan euclidien orienté : 


b 
HD = [ (P°20) + p2(08"2() de ds? = dp? + p° d8 


CAS PARTICULIER. — Fréquemment, dans la pratique, le paramètre + est 
l'angle polaire 6. On a alors : 


I = [ (p°#(6) + p°(8) + 7?(8)'2 d8 


a 


c) Avec les mêmes hypothèses sur & qu’en b), raisonnons en coordonnées 
sphériques. Supposons f(t) = O + r(t}(cos 8(t)k + sin O(ru,,), où r, 8, @ sont 
de classe C* On obtient ici 


| ds? = dr? + r2 d8? + r? sin? 6 do? 


et la formule analogue donnant {(y) ('}. 


3° EXEMPLES. — On suppose ici dim & = 2, & étant rapporté au repère orthonormal (O:; i, j) 
éventuellement direct. 


a) Ellipse. — x{t) = acost, y) = bsint, a > 0, b > 0, r1e[0,2x]. On trouve : 
2m RE Sas 
y) = [ Va sin? + + b? cos? r dt 
0 


L’exhibition d'une abscisse curviligne nécessiterait le recours aux fonctions elliptiques. Cependant, 
lorsque a = b (cercle), on trouve {(y} — 2na, et une abscisse curviligne est o(t) = at. 


b} Cycloide. —  x{t) = aft — sint), y(t) = a(1 — cost}; te R et a > 0. On obtient : 


t 
ds? = 4a?sin?- dt, Si on se limite à une «arche» de cycloïde (1e[0,2x]}, on a: 
2m t t\ 
I) = Î 2u sin 5 dt = 8a, et une abscisse curviligne (f) = sal — cos 5) Notons que, si on 
0 
prend deux arches (1e [O,4x]), on a ||f’(t)| = — sin t/2 pour t e [2n, 4x]. La longueur est alors : 


me t an t 4x t 
Zasin jt + | — Za sin - dt = 16a et non 2a sin — dt = Q. 
0 2 on 2 ° 2 


€) Cardioïde. — En coordonnées polaires : p = a(1 + cos); 0e[-— 1,7} et a > 0. On 
obtient : 6 
ds? = 4a? cos? 5 de? 


pr 6 8 
et ln) = 2a cos ; dû = 8a, (8) = 4a sin 


v-r 


() Du point de vue mnémotechnique, il suffit de retenir les formules donnant ds?, les autres 
s’en déduisent immédiatement. 
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2.1.3. Rectification d'un arc géométrique 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit | un arc géométrique compact de 
classe C*(k > 0). Tous les représentants de D ont même longueur, qui est dite 
longueur de F et notée {(1). On dit que l est rectifiable si, et seulement si 
IT) < + o (ie. si, et seulement si ses représentants sont rectifiables). On 
définit de manière analogue un arc géométrique localement rectifiable, 


Soient y = (1, f}et y = (J, g) deux représentants de F, avec g = f °0 où 
60:J — I est un Ct-difféomorphisme (i.e. un homéomorphisme si k = 0). 

A toute subdivision © = (uho<;<, de J, associons la subdivision Ê(o) de I 
définie par : Ô(o) = (B(u)he;e, si 8 est croissant, et Ô(o) = (B(u,_jjoci<n 
sinon. On constate : L(y) = k{y) et donc : 


Voe#(J) LK(Y)< Im, d'où 17) <Kn. 


D'où la conclusion par symétrie des rôles de y et 7’. 


REMARQUES. — a) On peut donc parler de longueur du support d'un are compact plongé de 
classe C*(& > 1), ou de longueur du support d'un arc de Jordan continu. 


b) Le lecteur vérifiera qu'avec les notations ci-dessus, si @ est une abscisse curviligne de y, 
alors @ °8 est une abscisse curviligne de y’. 


2° Paramétrage normal. — THÉORÈME L. — Soit T un arc géométrique de 
classe C°, localement rectifiable. Il admet un représentant normal si, et 
seulement s'il n’a aucun sous-arc constant. 


— Si T admet un représentant normal (J, g), celui-ci n’admet pas de sous- 
arc constant ; il en est donc de même pour tout représentant de T,, c’est-à-dire 
pour F. 

— Supposons que l n’admette pas de sous-arc constant. C'est aussi le cas 
d’un représentant quelconque y = (I, f) de . Nous savons qu’alors si @ est 
une abscisse curviligne de y, @ induit un homéomorphisme de J sur l'intervalle 
J = (I) 

Soit alors g = f op !('} On constate que (J,g} est normal. Par 
construction, (J, g) est C°-équivalent à (1, f). 


THÉORÈME IL. — Soit Lun arc géométrique de classe C*(k > 1). Il admet 
un représentant normal si, et seulement s’il est régulier ; un représentant (J, g) 
est normal si, et seulement si : Vue J ||g'(u)|| = 1. 


— Un représentant (J,g) de L est normal si, et seulement si Id, figure 
parmi ses abscisses curvilignes, données par @’ = #]|g’|| (Corollaire du 2.1.2, 1°), 
c'est-à-dire si, et seulement si ||g'|| est l’application constante u — 1. 


(1) Cest l'application g définie dans le cas général à la remarque du théorème III, 2.1.4, 2°. 
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Nous avons ainsi vérifié la seconde partie du théorème ; nous constatons 
en outre que | ne peut admettre un représentant normal que s’il est régulier. 

— Inversement supposons I régulier et soit (J,f) l'un de ses 
représentants. Soit @ une abscisse de y. Nous savons déjà qu'elle est de classe 
C*; mais de plus @’ = £]|f{| montre : Vte1 œ{t) # 0: @ induit done un 
C*-difféomorphisme de I sur J = @(f). Si nous introduisons, comme au théo- 
rème I, g = fe !, nous constatons que (J, g) est un représentant normal 
de F. 


REMARQUES. — a) Si T est régulier, il ne peut admettre de sous-arc constant, mais la 
réciproque est fausse. 


€ 
[AC] 


b) En notant u = œ{t}, on constate avec les notations ci-dessus : g'(u) = 


f'@. 


CoNvENTION. — Si (J, g) est un représentant normal de l, nous noterons 
se la variable, et par abus de langage, nous l'appellerons abscisse curviligne 
sur T. 

D'autre part, si F est de classe C*(k > 1) et régulier, il est orientable. Nous 
pouvons alors distinguer des paramétrages normaux directs et indirects: la 
notation s sera alors réservée aux paramétrages directs. 


ConNsÉQUENCES. — a) Si T est C* un arc géométrique régulier orienté, deux 
paramétrages normaux directs se déduisent l'un de l'autre par le difféomorphisme 
s s—s (55€ R constant). 


b) Avec la convention précédente, un arc est toujours orienté « dans le sens 
des s croissants ». 


EXEMPLES. — a) Reprenons la cycloïde paramétrée par x = aft — sint) y = a(l — cost)en 
nous limitant à te]0,2n[. On obtient ainsi un arc de classe C° régulier. 
2 


as , {ds sa Ë a ds , È : 
Un calcul antérieur a donné a = 4a sin 5 Nous choisissons — = 2a sn (ce qui 


t 
revient à orienter l’arc « dans le sens des £ croissants ») d'où, par exemple, s = — 4a eos e On en 
déduit le paramétrage normal : 


—Ss S 
x = 24 Arc cos — + — 
4a 8a 


1 
(6a? — 5),  (se]— 4a, 4al). 
2] 


*T% 


b) Pour la cardioïde paramétrée en polaire par p = a(l + cos 8) (8e]-— 7, + al) et 
orientée « dans le sens des 6 croissants », on obtient de même : 


S | 
0 = 2 Arc sin nt CPE AU — s) (se]-— da, dal). 
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2.2. COURBURE; 
REPÈRE DE FRENET; TORSION 


(@, E) désigne un espace affine euclidien orienté de 
dimension 2 ou 3; nous n'utiliserons que des repères 
orthonormaux directs de &. 


e Position du problème. — Nous nous proposons d'associer des éléments métriques C*-invariants 
au couple constitué par un C*-arc paramètre y de &, orienté et régulier, k > 2, et l’un de ses points 
€). Nous passerons par l'intermédiaire des arcs géométriques. 

— Dans un premier temps, nous définirons des éléments métriques d'un arc géométrique orienté 
Ten l'un de ses points M (dans la mesure où nous utiliserons des représentants (ici normaux) de 
T'il y aura lieu de s'assurer de l'indifférence de leur choix). 


— Nous en viendrons à notre problème en posant : 


DÉFINITION. — On appelle invariants métriques du C*-arc paramétré (1, t + f{t)), régulier et 
orienté dans le sens des £ croissants, k > 2, au point de paramètre f, les éléments métriques de l’arc 
géométrique orienté représenté par (7, f) au point représenté par (1, f, t). 

La C'-invariance est clairement assurée. 


e Premières notations. — Soit I un C*-arc géométrique régulier et orienté, 
k>72. 


A tout point M de l nous associons son image my, la tangente orientée 
(Gy Ty) en M à F, le vecteur unitaire 1,, de G,,, les normales en M à T (droites 
orthogonales à 6,, au point m,,), et le plan normal en M à F (plan orthogonal 
à Gy, passant par My). 

Si dim & = 3 et si | admet un plan osculateur en M, 2,,, et en particulier 
si M est un point bi-régulier de F, on appelle normale principale (resp. binormale) 
en M à T la normale incluse dans 2,, (resp. orthogonale à 2,,) ct plan rectifiant 
en M à I le plan défini par la tangente et la binormale en M à T. 

Aucun de ces éléments que nous venons d’associer à M ne dépend du choix 
d’un représentant. 


e Introduisons maintenant un représentant normal quelconque (J,g); 
l'indifférence du choix tient (ainsi que le lecteur le vérifiera dans chaque cas) à 
ce que tout autre représentant normal est de la forme (J:,g:) avec EeR, 
Ji = Ë+J, et g::s 1 g(s — Ë), œ qui entraîne : 


VreN, Vseds  gP(s) = gs — Ë). 


On note my = m(s), ty = t(s); les applications m=g et t=g sont 
respectivement de classes C“ et C7! sur J. 


(1) Si y est simple, nous en déduirons des éléments métriques du couple constitué par le support 
y et un point de ce support. 
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2.2.1. Cas d’un arc plan 


Il s'agit du seul cas envisagé dans les programmes È 
des CP. 


Dans ce paragraphe, nous étudions d’abord ‘un C“-arc géométrique 
orienté et régulier (k > 2) d’un plan affine euclidien orienté (, P). 

Ï1 séra commode de considérer (?, P) comme un sous-espace d’un espace 
affine euclidien orienté (#, £) de dimension 3 et d'introduire le vecteur unitaire 
k directement orthogonal à +. 


1° Normale orientée; courbure; formules de Serret-Frenet. — V admet en 
chacun de ses points M une normale unique. 


DérINIMION I. — On appelle vecteur unitaire de la normale orientée à l'arc 
plan D au point M d’abscisse curviligne s le vecteur v(s) = k A T(s); on dit que 
(m(s); T(s), v(s)) est le repère de Serret-Frenet de T en M. 


On note (my; Tu, Vu) = (ms); T(s), v(s)). 
L'application v : J — E, est de classe C7 1. 
Nous disposons des applications de classe C*7? : 


dt dv 


ds" ds 
De |t? = 1 on déduit que g’(s) est colinéaire à vis), c qui permet de 
poser : 


DÉFINITION IL. — On appelle courbure algébrique de V'au point M d’abscisse 
curviligne s le réel défini par g”(s) = c(s)v(s), Le. le réel c(s) = (g”(s}| v(s)). 
L'application c : J — R est de classe C*72: c,, désignera c(s}. 


v ; 
a kA# et kAv= -—17, on obtient les 
IS 


e Compte tenu de g =17, 


« formules de Frenet » : 


On notera que l'hypothèse de bi-régularité n’est pas nécessaire : c peut prendre la valeur 0. 
e Un calcul de produits mixtes (I1.2.4.1,4°) donne : 
4 He dt 
[g',g"3 = Les Le Er, cv] = er, v] 


Comme [x, v] = 1, il vient : [g’,g’]= c. 
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DÉFINITION IIT. — Si le point M de T d’abscisse curviligne s est birégulier 
(ie. si g’(s) À 0) on dit que R(s} = 1/c(s) est le rayon de courbure algébrique de 
T en M, et que le point de la normale en M à T': 


p{s) = m(s) + R(s}v(s) 


est le centre de courbure de T'en M. 


Les applications R et p sont de classe C*72 sur tout intervalle où elles 
sont définies. D'autre part : 


m(s)p(s) = ||g"(s)||" ?g"(s) 


montre que le centre de courbure est dans le demi-plan que nous avons appelé 
concavité. 


On note Ry = R(s) et py = p(s). 


REMARQUES. — a) Si on remplace [ par l’arc orienté opposé, alors les applications t, v, ce, p 
sont changées en —T, — v, —e,p. 

b) Si on change l'orientation du plan, alors les applications 1, v, c, p sont changées en t, — v, 
— €, p. 


2° On dit que Fy = { My; Tm: Vu}, repère de Frenet, cy et éventuellement 
Ry et Py sont les éléments métriques de T au point M. 


Pour dépasser le domaine théorique, il est nécessaire, à partir d’un représentant donné 
(tt ft) de T, de savoir calculer les éléments métriques de l au point M représenté 
par (1, f,t) qui sont, rappelons-le, les éléments métriques de l'arc paramétré (1, f) au point de 
paramètre t. On utilise : 


THÉORÈME. — Dans ces conditions, les éléments métriques de T au point M 
s’expriment en utilisant exclusivement f(+), f'(t) et f”(t). 
Par la définition même des éléments m,, et t}, on a: 


[mu = so) tu = LOI SO | vu=kAty 


Reste le cas de cy. On utilise f = go, @eDiff® (1, J). On connaît 
= ||f' (cf. rectification); @ ne s’en déduirait que par une quadrature que 
l'on ne sait en général pas effectuer, mais cela ne gêne pas. La dérivation de 
l'application composée 1 + g(o(t}) fournit en effet : 


FO = @O)s 

ROETICIOUNOET ACC) CAO) 

En utilisant ||g'(o(t))|| = 1 et p’(#) > 0, il vient : 
FOSMOIERTRCISEAC0)PACI0) 

et, comme cy = [g'(p(9), g"(p(9)], on a : 


eu = ISO CS E, FO] 
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e Si M est bi-régulier, on a en outre : 


Ru = Leu Pu = Mn + RuVu 


3° Invariants métriques d'un arc paramétré en l’un de ses points. — Soit 
y = {1 f) un Ck-arc paramétré régulier, orienté dans le sens des t croissants. La 
définition des invariants de (7, f} au point de paramètre 1, (cf. le début du 2.2) 
et l'étude du 2° conduisent à poser : 


NOTATION DÉFINITIVE. — À condition que (I, f) soit seul en jeu, on note m, 
1, v, € les applications définies sur 1 par : 

A AE 
[EME If 
et on note R et p les applications définies sur tout sous-intervaile de I sur lequel 
c ne prend pas la valeur © par : 


v=kA%  c @) 


m= f; ït 


R== p=m+Rv @2) 


Les invariants de (J, f) au point de paramètre : sont ainsi le repère de Frenet 
ne); t(), k A t(t)), la courbure c(t), et éventuellement le rayon de courbure R(t) 
et le centre de courbure p(t} = mt) + R(t)v(r). 


REMARQUES. — a) Dans le cas d’un représentant normal d’un arc géométrique on retrouve 
les notations du 1° (avec alors t = s). 


b) Il y a quelque risque de confusion si coexistent un représentant quelconque et un représentant 
normal d'un arc géométrique. Par abus de langage nous préciserons alors (suivant le cas) fonctions 
de la variable t ou fonctions de la variable s. 


e Calculs pratiques. Distinguons les cas : 


a) Coordonnées cartésiennes. — (0; i, j) désignant un repère orthonormal direct 
de ?, on adopte : 


JO = 0 + x(i + yOj 
On a les égalités d’applications définies sur 1 : 
m=f; m = xi+ ÿj: me = x"i + y'i Cm, m1] = xp" — px" 


Compte tenu de (1), on obtient ici : 


xi+ yi xy = ÿx" 
53 nue [Ca 71372 G) 
GT + y? Ce? + y?) 


Rappelons que, d’après le choix de l'orientation, on a : 
ds 


a” (x2 + y2)/2 
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Dans le cas où le paramètre est : = x (avec orientation dans le sens des x 
croissants} on a: 


2 


y 


UT 


b}) Coordonnées polaires. — Ici: f(t) = pu 


On a: m = pu + p@'v, m° = (p” — p8'?ju + (p8” + 2p'8'}v 


Cm',m"] = Pure 
» p®"_ pe” + 2p8 
û " _ D@2 
D'où : e= (p°? + p20/2y 32 p p p! 
(p° + p°8"*) 8 pô” + 2pP 


e Dans le cas où le paramètre est t = 8 (avec orientation dans le sens des 
8 croissants) on a : 


p? + 2p?— pp" 
CET Ÿ 
rs ds 2 1211/2 
Rappelons qu'ici : 4 = (p? + pl)". 


Dans le cas où O é supp y (ie. où p ne prend pas la valeur O), il est alors 
commode d'introduire la fonction © = 1/p. On constate que : 


(2, (do) 2/ do 
c= wo +[ o + 


Les points d’inflexion sont donnés par : @(8) + w”(8} = 0. 


4 Angle d'un axe fixe et de la tangente orientée. — Æ affine euclidien 
orienté est rapporté à un repère orthonormal direct (O; i, j). 


THÉORÈME. — Soient y = (7, f) un C*-arc paramétré orienté et régulier de 
P et r(t) le vecteur unitaire de la tangente ortientée à y au point de paramètre t. 
Alors il existe une application continue & : 1 — R, unique modulo 27, telle que, 
pour tout te I, (i, t(t}}) = œ(t) (mod 2xz), ce qui s'écrit : 
xt) = cos a(t)i + sin æ(t)j 


L'application a est de classe C*7!. Les résultats que nous allons obtenir 
ne font intervenir que sa dérivée; d’où l'indifférence du choix du repère. 

On note u(t) et v(t} les composantes du vecteur unitaire t(t) dans la base 
(i, j) et on applique le théorème du relèvement du 14.7, 2° à l'application 
th u(r) + iv(t) de y dans €, de classe C*71. 

e On a clairement, en notant f{r) = O + x(t)i + y(t)j : 


cosa=x//x?+y2;  sina=y//x? + y? 
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L’arc y étant régulier, pour tout te I on a (x'(t), y'(t)) # (0, 0). Il existe donc 
un sous-intervalle I’ de I contenant t sur lequel est définie au moins l’une des 
fonctions tg &« = y’/x’ ou cotg a = x'/y’. D'où : 

du  xy"— yx" 
1 + tg? &) — =", 
(+tg a 7 


ou 


Tr Peu 


dt y? 
et dans tous les cas : 
da  x'y"—y'x" 
LÉ Nes 5 
dt x2+7y2 5) 
d : 
Compte tenu de (3) et de : = ./x?+ y?, on obtient : 
œ(r) 
Vrel = — 5” 
te ct) 50 (5 


e En particulier, si y est un représentant normal d’un arc géométrique F, 
ona: 


_ da 
ds 


La fonction courbure (de la variable s) est alors la dérivée de la fonction à (de 
la variable s). 


ConcLusION. — Les seules formules à retenir s’écrivent : 


cos à = © sina=-— (6}|c=—— (7 


ds 


Elles sont valables dans tous les cas, étant entendu que 
les seconds membres des égalités désignent : 


— si la variable est l'abscisse curviligne s : les 
dérivées des fonctions cos &, sin & et « de cette variable; 
— si la variable est t : les applications t + x’(r}/s(t), 
Ÿ te y(s'(e) et r ++ a(1)/s (0). 


On notera que si (6) permet d’expliciter la fonction &, alors une simple 
dérivation fournit la fonction c; mais c’est exceptionnel : en général il faut 
déduire (5) de (6) et utiliser (7) sous la forme (5). 


108 ÉTUDE MÉTRIQUE DES ARCS 2.2.1 


— Supposons que y soit défini en coordonnées polaires par : 
(8) = © + p(B)u, (et orienté dans le sens des 8 croissants). 


d Re 
Nous avons vu que : De V/p? + p’?. Introduisons (fig. 32) l'angle : 


de 
o = (us 7) = (i,t) — (i,ug) = & — 6. 
d d8 
De : PTT ET PEUR on déduit : 
ds ds 
_ de p : de p 
ET Ta Snp ep PE (8) 


Fic. 32. 


Si ces dernières formules permettent d'expliciter @ et donc & en fonction de 8, 
on en déduit la courbure au point de paramètre 8 par une dérivation. 

Sinon on constate que l'on peut toujours disposer de l’une des fonctions 
cotg ® = p’/p ou tgp = p/p. On obtient : 
#2 # 


de _ pp" — p? dp __p?- pp 
— (1 tg2 p)— = —————, 1 +tg qi = —— 
( + cotg 9) do pe ou  (1+tg P) P 
d 2 pp" 
et dans tous les cas : SPP PE 
da p? + p? 


D'où : 


Reste à utiliser (9) et (7) pour obtenir R(B). 


e Centre de courbure. — Sachant que ce point est dans la concavité, on 
dispose d’une interprétation graphique du signe de R(t) : avec les conventions 
usuelles de dessin, R(t) > O signifie que la concavité au point M{r), est «à 
gauche» de la tangente orientée à y au point M(r). 


a) En coordonnées cartésiennes on note p = Ei + nj, avec : 


ËE=x-Rsine; n=ÿy+Rocos a 


22.1 COURBURE; REPÈRE DE FRENET; TORSION 109 


On retient : 


d dx 
Dre - 10 
En Te (10) 


ces formules ayant l'énorme avantage de conduire aux expressions rationnelles 
des fonctions & et n de la variable t : 


x2 + y? : x? + y? 
É=x-p rt noptr— (A 
x'y" — yx x y" — yx 


(qui se simplifient dans le cas de f(x) = © + xi + y(x)i) 


En particulier supposons qu'il existe fe 4 tel que x(10) = y(to) = Vo) =.0 et x'(to) # 0: v 
admet un point M, régulier d'image O, de tangente O + Ri. Ce point est bi-régulier si, et 
seulement si (x'y” — y'x")(éo) # 0, Le. y'{t0) # Q. Par application de la formule de Taylor, on 


constate que À = y"{t}/[x'(tl? s'écrit : 


Mhest donc bi-régulier si, et seulement si À # 0; dans ce cas, d’après (11), le centre de courbure en 
Mo est O + 1/ÀA.j. 


— Notons que l'arc régulier y étant localement plongé nous pouvons (quitte à le remplacer 
par un sous-arc) parler de la limite de 2y/x? quand mesupp y tend vers O. Le calcul précédent 
peut être utilisé sans qu’un paramétrage soit explicité. 


Ainsi, pour la parabole d'équation x? — 2py = 0, les coordonnées du centre de courbure en 
© sont {O, p) (il s’agit donc du symétrique 4u sommet par rapport au foyer). 

Par contre la « courbe » d'équation y — x* = 0 n’admet pas de point bi-régulier en O et 
donc pas de centre de courbure. 


b) En coordonnées polaires, on écrit p = O + Xu, + Yv,, avec: 
X = p — Rsinwp; Y = R cos @ 
De (7) et (8) on déduit : 


d d 
x = PT: r= 


REMARQUE. — S'il existe 6, e I tel que p(@,) = O et p{8,) À 0 le centre de courbure au point 
de paramètre 6, et d'image O est (d’après le calcul fait en a)) le point pq = © + pvg, avec: 


p'(B)cos (8 — 8) p() 1 
u=— lim = = lim — = — p'(B). 
9-8, 2p(0) sin (8 — 6)  a-.0,2(8 — 45) 2 
8#6 


5° Développée d’un arc plan. — Commençons par le cas d’un arc paramétré. 
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DÉFINITION IL. — Soit y—(J,t+ f(t)) un C“-arc paramétré orienté et 
bi-régulier de ?, k > 3. Le C*72-arc paramétré y = (1, t + p(t)), où pr) est le 
centre de courbure de y au point de paramètre t est appelé développée de y. 

Il est clair que deux arcs paramétrés C*-équivalents ont pour développées 
des ares C*”? équivalents, ce qui conduit à poser : 


DÉFINITION II. — Soit l'un C*-arc géométrique orienté et birégulier de , 
k > 3. On appelle développée de T le C*”7? are géométrique I” représenté par la 
développée de l’un quelconque des représentants de T°. 
On vérifie que [”’ ne dépend ni de l'orientation de ?, ni de celle de F. 
En utilisant un représentant normal (J, s + g(s)} de F, et les fonctions R et p = m + Rv de 
da variable s, nous allons démontrer : 
THÉORÈME I. — Soit 5, € J. On note M, et P, les points de F et l” représentés 
par (J, g, 5) et (J, p, s,) et on suppose que |’ admet une tangente au point P,: 
alors celle-ci est la normale à au point M... 


Par hypothèse il existe r = min {ieN,_;|p (sc) # O0}. En utilisant la première formule de 
Frenet on a : 
P'(50) = R'(50}(50) 
Si R'(so) #0, on a r =1 et le théorème est démontré Sinon, on constate: p'(s)=0 et 
P"{s0) = R"(so}V(s0}; par récurrence, on aboutit à : 
r=min{ieN,_,|R(s) #0} et ps) = R°/s0)V(s0). O 
e A ia notation près, le théorème précédent s'applique à tout arc paramétré et à sa développée, 
œæ qui fait penser à la théorie des enveloppes et conduit à : 


THÉORÈME IL. — Les notations étant celles de la définition I, si la dévelop- 
pée y’ de y admet une tangente en chacun de ses points (et en particulier, si y’ 
est régulier), alors toute C*”!-famille, définie cartésiennement ou paramétri- 
quement, de la forme (2,),., où 2, est la normale à y au point de paramètre t, 
admet y pour enveloppe, ce que l’on traduit en disant que y’ est l'enveloppe de 
la famille des normales à Y. 

En utilisant 1.6.2, 3°, a)et 1.6.3, 5°, a)il suffit de le montrer quand 2, est donnée par l'équation : 


(X — ff) = 0 
qui s'écrit, en utilisant un repère orthonormal : 
@— x())x 0 + (7 — 70)yO = 0 u2) 
Ici L, s’obtient en associant à (12) l'équation : 


Ge xx") + (y — 70)y'@ — (7 + 770 = 0 


La birégularité de y fait que 8 = x'y" — y’x" ne prend pas la valeur 0; L, admet une solution unique; 
le calcul et (11) montrent qu'il s’agit des coordonnées du centre de courbure de y au point de 
paramètre t. L'hypothèse faite sur y’ permet de conclure. G 


e Ceci valant pour tous représentants y de l'arc géométrique L et y’ de sa développée [”, 
nous énoncerons, par abus de langage : 


THÉORÈME I]. — Les notations étant celles de la définition IL, si la dévelop- 
pée L’ de T admet une tangente en chacun de ses points (et, en particulier, si I” 
est régulier), alors l’est l’enveloppe de la famille des normales à T. 
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REMARQUES. — 4) Si la fonction R est constante, p(s) est fixe. Dans ce cas supp Fest inclus 
dans un cercle; la réciproque est triviale. 


dR 
b) Les points stationnaires de [correspondent à PTS (so) = 0, ce qui correspond en général à 


un extremum relatif du rayon de courbure de [ {on étudiera en particulier les (50) € supp T 
appartenant à un axe de symétrie, cf. exemples). 


dr k à 
c) Étudions le cas où FT ne s'annule pas (et est donc de signe fixe) sur J. On peut orienter la 
LS 
développée D” de façon que, l'abscisse curviligne étant notée ©, on ait: 
dp ds dR 
SV E —=— 
do ds ds 
Ainsi 6 = R +65 (60€ R). 
— Plus généralement, pour tout sous-are de V sur lequel R est monotone (ce qui n’interdit plus 


à R'(s) de s’annuler), {a longueur de Parc de développée correspondante est égale à la variation totale 
du rayon de courbure. 


.. dR it 
est soit —» soit — —- 
ds ds 


dp d'p 1 fdR\° 
d) Pour & > 4, on calcule SR RE RE ) k. On en déduit (pour k > 4) que tout point 


d, 
En effet fe 
ds 


as "as Ras 
régulier de la développée est bi-régulier. 


e Dans la pratique, on travaille sur un arc paramétré y et on recherche 
l'enveloppe y’ de y soit au titre de lieu du centre de courbure soit à celui 
d’enveloppe de la famille des normales. 

Un cas particulier important a fait l’objet du 1.6.2, 4°. 

a) Ellipse. — Ici y est l'arc paramétré (R, f) avec : 


f&) = 0 + a cos ti + b sin tj, O<b<a. 


On note c = ,/a? — b?. y est visiblement de classe C®. Il est bi-régulier. En effet : 
VER x'(t)y"(0 — x'(t)y'(r) = ab 4 0. 
Par simple application des formules (11) du 4° on obtient la développée : 


ce? c? 
(e tm O0 +—cos ti Es 1j): 
a b 


Il s'agit d'une transformée par affinité orthogonale d’une astroïde (1.6.2, in fine). Sur la figure 33, 
on a pris a = 2b. 


À titre d'exercice, le lecteur vérifiera que, p, et p, désignant les centres de courbure à l'ellipse 
aux sommets m, = © + ai et m, = O + bj, la droite p,p, est orthogonale à la droite mom, et 
contient le point © + ai + bj. 


b} Cardioïde. — En coordonnées polaires : p = a{1 + cos 8), a > 0. Nous nous limitons à 
8e]-n, nl et, ainsi, y est un C®-arc régulier. Nous l’orientons dans le sens des U croissants, en 


ds 9 
adoptant — = 24 cos -: et donc : 
d8 2 
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4 


FIG, 33, 


Les coordonnées du centre de courbure sont, dans le repère mobile : 
X = a/3.(1 + cos), Y = - 2a/3.sin6 
et donc dans le repère fixe : 


ë = Xcos0 — Ysin6, n = X sin6 + Ycos0 
2a 


soit : & = + 5 — cos 0) cos 8, n = 5 (1 — cos 8) sin 8 


Dans le repère déduit du repère initial par la translation de vecteur 2a/3.i, la développée admet 
équation polaire p = a/3.(1 — cos 8). Il s’agit donc d’une cardioïde, déduite de la première par 
similitude (cela tient à ce qu'it s’agit d'une épicycloïde, cf. 10°). 


6° Ares parallèles. — L’arc géométrique orienté T', de classe C* (k > 2) et régulier est défini 
par un représentant normal (J, g). 


DÉFINITION. — A tout ae R, on associe le C*”? arc géométrique [°, dont un représentant — 
non normal en général — est {J, g.), avec : g, = m + av. On dit que F, est un arc parallèle à T. 


Un changement d'orientation de # ou de T° revient à changer [, en Pr. 
On calcule : 


déa 
ds 


=({i— ar (ec: courbure algébrique de l”}. 


— Les points stationnaires de F, correspondent donc aux s € J tels que ac{s) = 1, ie. aux 
points bi-réguliers de | en lesquels R(s) = a. 

— Pour s tel que ac(s) # 1, D et l, admettent aux points de paramètre s des tangentes 
parallèles (d’où le vocable ares parallèles) et des normales confondues. 

L'interprétation de la développée comme enveloppe de normales suggère : 
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*Ÿ 


FIG. 34, 


THÉORÈME. — Si l est de classe C® et bi-régulier et si la fonction courbure ne prend pas la 
valeur a7!, alors T et l'arc parallèle T, ont la même développée. 


L’arc T°, ici de classe C°, est bi-régulier. En effet on a: 
da =(—an; gi= —act+c(l- ac 


ce qui entraîne que [g!, g£] = c(1 — ac}? ne prend pas la valeur 0. Orientons F, dans le sens des s 
croissants : notant 5,(s) et t,(s) l'abscisse curviligne et le vecteur unitaire de la tangente orientée au 
point de F, de paramètre se J, nous avons : 


Sa 
ae efl — as) et 1,=ex, où € = sgn(i — ac) = CE. 
s 


Le rayon de courbure de [, au point de paramètre s est : 
LOL PS 
Las(s} 82(5)] 


Comme v, = &v, le centre de courbure de l, au point de paramètre s est : 


Ra(s) = 


= E(R — a) 


gas) + R(s)VA(s) = m(s) + av(s) + (R(S) — a)v(s) = p(s). 


REMARQUES, — a) Ici let [, jouent des rôles symétriques (T est parallèle à I). 
b} L'hypothèse k > 4 suffit pour que F, ait une développée; mais celle-ci est alors de classe 
C*-3, alors que D’ est de classe C#7?. 


7° Développantes. — Étant donné un arc géométrique orienté [, nous 
cherchons s’il existe des arcs géométriques dont il soit la développée. Pour 
simplifier, nous supposons que Test de classe C® et régulier, et même 
(remarque d} du 5°) bi-régulier; soit (J, g) un représentant normal de F. 

Nous recherchons un représentant (J,f}) d’un arc géométrique A dont la 
développée soit T°, ce qui (cf. définition du 5°) exige que À soit de classe C°® et 
bi-régulier. 
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Il doit exister une application À : J — KR telle que f = g + Àx, ce qui 
exige que À = (f — glt) soit de classe C°, et que: f” = (1 + À')t + Acv. 
Mais (f'|t) doit être l'application nulle de J dans KR, si bien que 4’ doit être la 
constante $ + — 1 et que f ne peut être que l’une des applications : 


ft JR S 1 g(s) + (So — sht(s), (50€ R). 


e Inversement, soit s,€ R. Nous disposons de l'arc géométrique A, 
représenté par (J, Î.). Nous avons : 


VseJ, F5) = Go — Hc()V() 


Limitons-nous au cas où s, # J (quitte à remplacer FL par un sous-arc 
représenté par (J’, g|J') où J' est un sous-intervalle de J tel que s, # J'). Nous 
constatons qu’ainsi A, est régulier. Nous pouvons l’orienter de façon que 
(os), ti(s), v.(s) désignant l’abscisse curviligne, et les vecteurs unitaires de la 
tangente et de la normale au point de A, de paramètre s) : 


o'(s) = (so — ses); = v, vi= 7 
dr, dvds dt; 1 
— = —— déduit : — (s) = . 
: ds ds do rene do ) So —S 16) 


À, est ainsi bi-régulier et admet s, — s pour rayon de courbure au point 
Sa Le 
de paramètre s; le centre de courbure en ce point est donc : 


LS) + (So — SX t(s)} = g(s). 


Il en résulte que A, admet T pour développée. Nous pouvons énoncer : 


DÉFINITION ET THÉORÈME. — Un C®-arc géométrique orienté, bi-régulier I 
étant défini par un représentant normal (J, g), on appelle développantes de T les 
C®-arcs géométriques A, représentées par les arcs paramétrés : 


(JS) avec f,:s + g(s) + (so — s)t(s) 


Pour 5, € J donné, tout sous-arc de A, de représentant (J”, f,|J”), où J’ est un 
sous-intervalle de J ne contenant pas s,, admet pour développée le sous-arc de F 
représenté par (J”,g|J"). 


L'indifférence du choix du représentant normal (J,g) de l est évidente, 


REMARQUES. — a) Il suffit que l soit un C#-arc orienté régulier (k > 2) pour que l’on puisse 
lui associer des développantes par la définition précédente. L'égalité : 


Pots) = (So — sc(s)v(s) 


subsiste : les points stationnaires sont donnés par s = s4 (points à image sur supp [) et par 
c(s) = 0. 
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FIG. 35. 


b) Deux des développantes de F sont des sous-ares parallèles. On peut concevoir (fig. 35) une 
génération du support d’une développante par « déroulement » d'un fil antérieurement enroulé sur 
supp... 

c) Ii peut être commode, pour déterminer la développée ou les développantes d'un arc de le 
considérer comme enveloppe de la famille de ses tangentes (cf. 1.6.2, 4°, in fine). 


EXEMPLE. — Chaînette: y/a = ch x/a. 
t 
Test ici le C®-arc géométrique représenté par C 0 +ti+ach- j On constate qu’il 
a 
Sense : 4 , ds ë 
est bi-régulier. On l’oriente dans le sens des r croissants, d'où 7e = ch et, par exemple 
& a 
t 
s=ash- 
a 


+ est donné par : dx 1 


: dy 
COSG = — = , sin =—=tht}a. 
ds cht/a ds 


La développant À, est donc donnée par : 


x=t+(s) — asht/a) 


ch r/a 


t 
y =ach-+(s; - asht/a)th t/a 
L 


En particulier A, dite tractrice est donnée par : 


a 


x =1t—atht/a, = 
1 0 ch t/a 


8° Roulement sans glissement. — On considère deux C?-arcs paramétrés normaux, définis sur 
un même intervalle, y = (J, g) et y1 = (J,g1); on note # et #, leurs supports. 

Soit (i(s); t(s), n(s)) Cresp. (H(s); t(s); v(s)}] le repère de Serret-Frenet de y [resp. y,] au point 
d’abscisse curviligne s. On note #, l'unique déplacement du plan affine & qui (pour s donné) 
transforme pi(s) en i(s) et u{s) + ts) en i(s) + t{s}; la partie linéaire de u, est une rotation de E 
dont l'angle est noté B(s), l'application 8 : J — R étant de classe C! d’après le théorème du 
relèvement. 

On définit enfin, à partir d’un point fixe m, de €, l'arc paramétré T° = (J, f), de support €, tel 
que, pour tout s € J, le point m{s) = f(s) soit l'image de m, par le déplacement u(s), (on n'a pas 
nécessairement m, e supp l). On dit dans ce contexte que l est un arc obtenu par roulement sans 
glissement de la roulante y, (ou &,) sur la base y (ou #). 
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à 


Chanette et 
developpantes 


Les affixes de i(s), u{s), mo, m(s) dans un repère orthonormal fixe (0 ; i, j) étant notées z{s), C(s), 
k, Z{s), on a: 


Z6) = 165) + Ok — E(s)) 


ce qui montre que l'arc L est de classe C!,. 
De (rs), t(s)} = 8(s) on déduit : z'{s) = e")C{s). D'où : 


Z') = 88 — CAS) = 18(NZ(S) — 2(8)) 
ce qui se traduit vectoriellement par : 
f'(s) = 8'(5)k À i(s)m(s), où k=iaï (12} 


En particulier, si f'(s) # 0 la normale à T en m(s) contient i(s). 


* Interprétation cinématique. — Toutes les fonctions qui interviennent étant ici de classe C?, 
supposons que s est une fonction du temps, soit s = pt) avec te I. À tout m, € & on peut ainsi 
associer le mouvement ponctuel { uote); la famille ainsi obtenue définit ie mouvement d’un 
solide par rapport à & (mouvement plan sur plan). Le champ des vecteurs-vitesse des points de ce 


solide à la date £ est le même que s’il s'agissait du mouvement de rotation de vitesse angulaire a 
(4 


de centre i(s(t}}: ce point est dit centre instantané de rotation à la date 1. 


9° Cycloïde. — Nous reprenons les notations du 8°, en supposant que la base 4 est une 
droite, et que la roulante 5, est un cercle (rayon a > 0). On dit alors que : 

— Test une cycloïde lorsque le point m, appartient à #,; 

— Test une cycioïde raccourcie (resp. allongée) lorsque mQ est intérieur (resp. extérieur) à #;. 

Le lecteur dessinera quelques supports; il constatera que l’on a suivant le cas des points de 
rebroussement, des « ondulations » ou des « boucles ». 


Moyennant un choix convenable du repère et du paramètre, on obtient, (cf. fig, 37) avec 


— — 


t = (wm,œi), la représentation d'une cycloïde : 


x= a(t —sint) y = ai — cost} 
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DÉVELOPPÉE. — Le point m, diamétralement opposé à m, sur #, fournit une cycloïde 
T'(décrite par m') déduite de T par la translation ai. Les normales à [en m et à l'en m' se 
coupent en i; les tangentes se coupent en j, de coordonnées (at, 2a). La normale en m à [° se déduit 
donc de la tangente en "”' à T’ par la translation — 2aj; la développée de T se déduit de T par la 
translation nai — 2aj; le centre de courbure en m à V est le symétrique p de m par rapport à i On 
notera que, srricto-sensu, nous n’avons défini la développée que pour un arc bi-régulier : il faudrait 
donc étudier séparément les « arches » FT, relatives à 1e ]2kn, (2k + 2hn[, keZ. 


Cycloïde et développée 


FIG. 37. 


Pour l;, orientée dans le sens des # croissants, on calcule d’ailleurs 


ds ut dx t : dy t 
= 2asin-; Cosœ=—=sin-;  sinœ= = cos. 
dt 2 dt 2 dt 2 
D'où : œ=n/2—1#/2 et R= — 4gsins/2. 


On en déduit les coordonnées du centre de courbure p: 


ë = alt + sind, n = — ail — cost} 1e1]02r[ 


ce qui permet aisément de retrouver la développée de T4. 


10° Hypocycloïdes et épicycloïdes. — Nous reprenons les notations du 8°, en supposant que la 
base est un cercle (rayon R > O}, et que la roulante #, est un cercle (rayon 4 > 0). On se limite 
au Cas ME Pa 

On dit que : 

— Test une hypocycloïde lorsque le cercle u(S,) reste intérieur à #; 

— l'est une épicycloïde dans les autres cas (u{(#,) extérieur à 4, où # intérieur à u,(9,). 

Le lecteur montrera que, moyennant un choix convenable du repère et du paramètre, on 
obtient dans tous les cas un paramétrage de la forme 

x + iy = r(aet — et) 

où r désigne aou — a suivant que et p,($,) sont tangents extérieurement ou intérieurement, et 
où à désigne 1 + R/r; il s'agit d’une hypocycloïde si æ < O(i.e. — R < r < 0), d’une épicycloïde si 
«> Q (ie. r > 0 ou r < — R). 

A titre d'exercice, il construira supp D dans les cas suivants : 

œ = 2 (cardioïde : passer en polaires); « = 3 (néphroïde) 

a@ = — 2 (hypocycloïde à trois rebçoussements); à = — 3 (astroïde). 
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Développée. — On raisonne comme au 9°. La normale en m à | se déduit ici de la tangente en 
m à [” par une homothétie; la développée de FT se déduit de F par une similitude. 


2.2.2. Cas d’un arc de &; 


Dans ce paragraphe, nous étudions d’abord un C*-arc géométrique l 
orienté et régulier (k > 2) de &;. 


1° Courbure, — DÉFINITION. — On appelle courbure de T au point M 
d’abscisse curviligne s le réel c(s) = ||g”{s)1; si c(s) Æ 0, son inverse est dit rayon 
de courbure de T au point M, et noté R(s). 

L'application c ainsi introduite est de classe C*”7? sur J; l'application 
R = 1/c est de classe C*72 sur tout intervalle où elle est définie; ici c et R sont 
respectivement à valeurs dans R, et R*. 


Intuitivement, c(s) mesure la « vitesse de variation» du vecteur t(s) autrement dit, puisqu'il 
est unitaire, sa « vitesse de rotation»; cela correspond à la notion intuitive de courbure d'une 
trajectoire. 


En dérivant l'application [|g|?, qui est la constante s + 1, on constate 
que l'application (g'|g") est nulle. On en déduit immédiatement : 
PROPOSITION I. — La fonction courbure s'écrit € = ||g' A g”I|. 


PROPOSITION II. — Un point de l est bi-régulier si, et seulement si la 
courbure de T en ce point est non nulle, 


et: 


CoroOLLAIRE. — Un C*-arc régulier a une courbure nulle en tout point si, et 
seulement si son support est inclus dans une droite. 


2° Normale principale, binormale, repère de Serret-Frenet. — THÉORÈMEET 
CONVENTION. — Si le point M de l d’abscisse curviligne s est bi-régulier (ce qui 
implique l’existence d’un plan osculateur en M) alors les vecteurs : 


1 
AO 


sont unitaires et dirigent respectivement la normale principale et la binormale en 
M à T, que l’on convient d'orienter grâce à eux. 


v(s) = gs) et B(S) = ts) À v(s) 


Le vecteur g”(s) est non nul du fait de la bi-régularité de M, et orthogonal 
à t(s), à cause de (g/(s)|g"(s)) = 0; comme tout vecteur dérivée seconde, il 
appartient à la direction du plan osculateur. D'où la partie de l’assertion 
relative à v(s); l’autre s'en déduit aisément. 


© DÉFINITION I. — Si le point M de T d’abscisse curviligne s est bi-régulier 
on dit que le repère orthonormal direct Z(s) = (m({s); t(s), v(s), B(s)) est le 
repère de Serret-Frenet de T au point M. 
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DÉFINITION IT. — Dans les mêmes conditions, le point de la normale 
principale : 


ps) = ms) + R(s)v(s),  R(s) = 1/c(s), 


est dit centre de courbure de T au point M. 


On notera que p(s) = ms) + ||g”(s)l|" ?g”{s) et que les vecteurs colinéaires 


m(s)p(s) et g(s) sont de même sens : le centre de courbure est dans le demi-plan 
osculateur que nous avons appelé concavité (1.2.3, 2°). 


REMARQUES. — 4) Sur tout sous-intervalle de J sur lequel g” ne prend pas la valeur O (ie. sur 
lequel F est bi-régulier) on dispose des applications v et B de classe C“72. 


b) Sion remplace T par l'arc orienté opposé, les applications g' et g” sont changées en — g'et 
g", et donc x, c, v, B sont changées en — , c, v, — B. 


€) Si on change l'orientation de &, alors ©, c, v, B sont changées en +, €, v, - B. 


d) Dans les deux cas b}et c), l'application p = m + Rv est conservée (ce qui s'explique par la 
remarque précédente sur la concavité). 


3° Torsion. — Nous renforçons l'hypothèse en supposant que &k > 3 et que 
F est bi-régulier, i.e. que g” ne prend pas la valeur 0: v et B sont ici de classe 
C*7? sur J. 


Pour tout seJ: fs) = ts) À v(s) et donc fB'(s) = t(s) À V'(s) 
{r'(s) = g”(s) est colinéaire à v(s) par définition). Ainsi $'(s) est orthogonal à 
t(s); mais il est également orthogonal à B(s) (|IB(s}] = 1), et donc il est 
colinéaire à v(s). 

Par analogie avec t'(s) = c(s}v(s) nous poserons : 


DÉFINITION. — On appelle torsion de T au point M d’abscisse curviligne s le 
réel y(s} défini par B'(s) = y(s)v(s), ie. le réel y(s) = (B'(s)1v(s) ; si y(s) # 0, le 
réel T{s}) = i/y(s) est dit rayon de torsion de T en M. 


y sur J, T sur tout intervalle où elle est définie sont des applications de 
classe C*73, 


REMARQUES. — a) Comme au 2°, in fine, le lecteur vérifiera que l'application y est : 


— inchangée lorsque l'on remplace T par l'arc orienté « opposé »; 
— changée en son opposée lorsqu'on change l'orientation de l'espace. 


b} Comme ci-dessus, on peut dire intuitivement que |y(s)| mesure la « vitesse de rotation » de 
B(s), et donc du plan osculateur, Le signe de y{s) sera interprété au 2.2.3, 1°. 


c) Si M est un point bi-régulier de F,, c prend une valeur non nulle en s, abscisse curviligne de 
M, et donc par continuité, sur un sous-intervalle de J contenant s; quitte à remplacer D par un 
sous-arc nous pourrons donc définir la torsion en M (le résultat ne dépend pas du choix du sous- 
arc). 
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4° Formules de Serret-Frenet. — Nous supposons encore que k > 3 et 
que F est bi-régulier. Nous avons par définition : 


T's) = c(s)v(s);  B'(9 = y(s)v(s) 


D'où : 
vs) = B(s) À v{s) + B(s) À T's) = — c(s)t(s) — y(s)B() 


et les égalités entre applications de J dans E (formules de Serret-Frenet) : 


dt dv 8 | 
ds Cv ds ct Y 


1 [l 
Il est d'usage de remplacer dans ces formules c par = et y par T° il n’y a ici aucune difficulté 


1 
pour €, mais il faut convenir qu'en tout point où y(s) = 0, la notation G) (s) désigne le réel ©. 


REMARQUE. — La première formule de Frenet vaut si k = 2. 


e Avec les mêmes hypothèses (k > 3 et T° bi-régulier), la dérivation de 
g” = cv donne donc: 


g" = — ct + cv — eyÿ 
Compte tenu de g' A g” = ef, il vient : [g’,g”,g"1 = — c?y. 
M est donc tri-régulier si, et seulement si la torsion en M est non nulle; en 
d’autres termes, les points à torsion nulle sont ceux en lesquels le plan osculateur 
est surosculateur. 


e PROPOSITION. — Pour que le support d'un C'-arc bi-régulier (k > 3) de #, soit contenu dans 
un plan affine, il faut et il suffit que la fonction-torsion soit nulle, 

— Si suppF € #, où (, P) est un plan, alors aucun point de l'arc n’est tri-régulier et, 
d'après la propriété précédente, la fonction torsion est nulle. 

— Si la fonction torsion est nulle, aucun point de l'arc n'est tri-régulier. On applique le 
corollaire I du 1.22, 6° (=! 


CONTRE-EXEMPLE. — Soit J' l'arc défini par (R, f) avec : 
fO-0+#i+4%k si t<0; 
fO=0+éj+ik si 1>0 
Il est de classe C, régulier, à torsion nulle en tout point de paramètre non nul. Cependant son 


support n'est pas plan (le point 1 = 0 n'est pas bi-régulier). 


5° Comme dans le cas de €, on définit les éléments métriques de Lau point 
M, et on démontre : 


THÉORÈME. — Pour tout représentant (7, 1 f{t)) de T, les éléments 
métriques de T° au point M s’expriment en utilisant exclusivement (+), f'(t), f"(t) 


et f"(0). 
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On reprend 2.2./, 2°, avec les mêmes notations. Les deux premières 
dérivations de f = g + @ conduisent ici à : 


f'@ = l'O A f'@l 
If # AGE 


mu = fO | Tu 


e Si M est birégulier, d’une part on a R,, = 1/Cy, d'autre part ft) À f"(t), 
comme ge) À g”(t), dirige la binormale orientée et : 


JO 4 FO) 


Bu = 1 D À CN 


M = Bu À Tu 


Le centre de courbure en M est : py = my + RuVa: 


e Pour k > 3, une dérivation à l’ordre 3 de f = g + @ fournit : 
f'@ = w() + 9" (OO) D) 
avec : we Vect (g'(p(1)), g"(p{#)) 


et, si en outre M est birégulier, c?y — — [g', g”, g“]donne la torsion : 


LC." SI 
4 On J'OF 


Si y # 0, le rayon de torsion en M est Ty = 1/yy. 


6° Invariants métriques d’un arc paramétré en l’un de ses points. — Tout 
ce qui a été dit au 2.2./, 3° dans le cas d’un arc paramétré (I, f) du plan 
reste valable, à ceci près que, dans la notation définitive, on introduit ici les 
fonctions de la variable t définies sur I ou sur des sous-intervalles convenablement 
choisis de 1 : 


nr If'A fl 
mas = Ep 
ÿ f'af", Cf, f', SM] 


7 TU Y 7 2 
If A A A sT 
et que l’on en déduit les fonctions R = 1/c, v =$ À t, p=m+ Rvet T =1/7. 


Les valeurs prises par ces fonctions au point te I fournissent les invariants 
de (I, f) au point de paramètre t. 


7° Nous allons étudier quelques arcs paramétrés. Rappelons que nous ne 
considérons que des repères orthonormaux directs. 
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EXEMPLE I: HÉLICE CIRCULAIRE. — 1} s'agit du C-arc paramêtré défini en coordonnées 
semi-polaires par (R, f) avec : 


f(6) = © + aug + b6k, ug = cos Bi + sin 6j, (Ga,bjeR* x R* 


Ici : m' = avg + bk, M = — ag, M = — 4% 


ln = Je +62;  m'am’=at-bve+ak);  [m',m',m”] = @b. 


L'arc étant orienté dans le sens des 8 croissants, il vient : 


d: b 
SSL V/EDE Pa ET à + 


VQ + © k 
dt Va HE Va + 
B-- "+ 
VE les = "8 
Va? +b? Va +6? 
a +b?, a +b?, b? 
= E TSe 5 p= O0 ——up + bôk. 
a b a 


On note que t et B font un angle constant avec l'axe Oz, que la normale principale coupe 
orthogonalement Oz, que la courbure et la torsion sont des constantes (cf. propriétés générales des 
hélices au 2.3.2). 


Si b> 0 (cas de la figure 38), la torsion est négative; l’hélice est dite sinistrorsum : on 


« monte » en tournant dans le sens direct autour de Oz. Dans le cas contraire la torsion est 
positive, l'hélice est dite dextrorsum. On remarque enfin que p « décrit une hélice circulaire ». 


FIG. 38. 


EXEMPLE IL. — Soit le C®-arc paramétré (R, f) avec : 
SO = 0 + ei +e7'j + 2,/2k. 


Avec les notations usuelles, dx = e' dt, dy = — e—‘dt, dr = V2 dt. 


2.2.2 COURBURE: REPÈRE DE FRENET, TORSION 123 
D'où: If =e#+e"2+2= 4 ch 2. L'arc est donc régulier. Nous l’orientons en 
choisissant = = 2 cht (c’est-à-dire dans le sens des t croissants). 


Par ailleurs nous trouvons : 


et e = Jet e! 


ml-e”t m'le” man 2e m'|-e 
A 
V 0 2 0 
d'où : [ml] = 2cht, m'a m'| = 2/2cht et [m,m',m”] = (m' À m°|m") = — 2,2. 
li en résulte : 
e/2cht 2/2 hi —e-/2cht R = 2,/2 ch 2 
+ | tan vi/2n2cht B | ePch: T1 fi4t 


Var ct = tht V2rcht 


Notons qu’en tout point de l'arc R/T = 1, que tet B font avec i — j les écarts angulaires fixes n/4 
et 3/4, que v appartient au plan vectoriel fixe (i — j)!. 


EXEMPLE IL — Soit (R, f) le C®-arc paramétré défini en coordonnées cylindriques par : 
f(6) = © + pue + zk 


2, z=athm0, (a me(Rt}. 


avec : PE 


(On ne confondra naturellement pas la fonction 8 > m({8) et la constante me R#.) 
Par dérivation : 


dep _ am sh m8 dz am (g a 
46 cm0 & im + WEI= TS 


L’arc est régulier. En l’orientant dans le sens des 8 croissant : 
ds ar +1 
d9  chm 


On obtient (dans le repère mobile) en écrivant u et v pour ug et vg: 


dm re am sh mû y a : am 
— = = - u v 
de 9 ch? m8 ch m8 ch? m8 
et donc 
dm dm /ds m 1 m dl 
+= = = — th mô u + + ———— k. 
ds dé / d8 V2 +1 me +1 Vrè + 1 ch m0 


dt dr à gi 
Ici, nous caiculerons 0! et donc 2 plus simple que f”(8) (ne pas oublier que l'on dérive 
s 
dans un repère « mobile») On obtient : 


dt m? + ch? mb is mr  shm 
æ th mb v 


m 
e DS he 
de chmô/m +1 JM +1 rm + 1 ch? mê 
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dt m? + ch? m8 m sh m0 m? sh m0 


ds afin? + lchm0" ape + n° at + 1)ch m8 


ss] m2 + ch? m8 
am? +1 


Il en résulte 


; l'arc est bi-régulier et : 
s 


am? +1 
V/m? + ch? m8 


R= 


dt 
En utilisant successivement v = R PE et P=7TA v, on en déduit : 


LS 
m sh m8 me? sh mû 
v= = SR | Dai 
mi +1 m2 + ch mb m2 + 1 V/n2 + ch? m0 ch m8 
m ch m0 


v+ 
m? + ch? mû m? + ch? m0 


1 di 1 
Enfin pour calculer 7 on utilise # = 7. v. Pour cela il suffit de connaître une des composantes 
LS 


d 
de _ (pourvu que la composante correspondante de v soit non nulle (!}}. Par exemple ici, le plus 
s 


: dp m 
simple est | —|u } = et donc 
dé /m2 + ch? m8 
(£ «) à m ch m8 
ds a/m? + 1 /m? + ch? m0 


Par comparaison avec (vlu), il vient : 


1 m ch? m0 


T a(m? + ch? m8) 
On note que l’arc est tri-régulier. 


De p? + 2? = a? on déduit que supp (R?, f} est tracé sur la sphère 4 = (0, a). 
De (t/v) = he on déduit qu’il fait un angle constant avec les parallèles de #. Il s'agit 
mi + 
d’une loxodromie de # (cf. 4.1.3, 4°). La figure 39 représente ce support. 


(*} Si la composante de v choisie pour faire le calcul s’annule pour des valeurs isolées du 


1 
paramètre, la continuité de 7 permet cependant de conclure, 
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TLoxodrame de sphere 
; 4 z-ath# 


"+ 


2.2.3. Applications 


1° Étude locale d'un arc. — & est ici &, affine euclidien orienté. On 
considère un C*-arc géométrique orienté I (k > 3), de représentant normal 
(J,g) et un point bi-régulier M, de F, de représentant (J, g, 55); on note 
9(so) = M9. On va encore utiliser la formule de Taylor-Young. En posant 
m = g(ss + h), ona: 

mom = h.g'(s0) + h?/2.g"(s0) + h°/6.g"(so) + o(h?). 
L'étude locale utilise le repère orthonormal direct (ms; to, Vo Bo) avec : 
To = T0); Vo = V(so); Bo = B(so)- 

On note : css) = €9 = 1/Ro (non nul); y(so) = yo == 1/79 (nul si et seulement 
si M, n'est pas tri-régulier); mom = Ëto + Vo + CBo. 

On sait que : 

(So) = To; 9" (So) = CoVo: 

et que (2.2.2, 4°) : 


#1, ns 2. 4 fe Le de 
9"(S0) = — côte + CoVo — CoYoBo; Co = ds (So) }. 
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D'où les développements limités : 


E=h— c2h/6 + of):  n = coh?/2 + chh/6 + o(h): 
= — coy04?/6 + o(h°). 


Bo Bo 
To mo Ma Vo 
to Q] 
Vo 
FIG. 40. 


On en déduit l'allure des projections de % = suppl sur les plans de 
coordonnées (fig. 40). On constate en outre : 


a) Ro = lim &?/(2n) : F a le même centre de courbure po en M, que sa 
h0 
projection sur le plan osculateur; 

b) Pour M, tri-régulier, E/n + —y5h/3 au voisinage de h = 0. Or É/n est, 
dans le repère (m5; Vo, Bo), la pente de la trace du plan #, = Aff(&,, m) défini 
par la tangente &, en M, à F, et par le point m (h 0), plan qui admet le plan 
osculateur 2, en M, pour limite quand h tend vers 0. 

Le signe de la torsion indique donc « de quel côté » #, tend vers 2, 
lorsque h tend vers 0. Si y, < 0 (cas de la figure 40), on dit que l’on a la 
disposition sinistrorsum : c’est le cas le plus fréquent pour les «courbes 
gauches » fournies par la nature (plantes grimpantes, coquillages..….). 


2° Cercle nsculateur, — T désigne ici un C“-arc géométrique orienté (k > 3) d’un plan affine 
euclidien orienté @, Avec des notations analogues à celles du 1°, on considère un point bi-régulier 
M, de F, d’abscisse curviligne s,; les coordonnées de m = y{s, + h) dans le repère orthonormal 
(Moi To: Vo) admettent les développements limités : 


E=h+oth); n = coh?/2 + o(k?} @) 


Considérons un cercle C de @, qui contient m, Il admet, dans (m; to, Vo) une équation de la 
forme : x? + y? — 2ax — 2by = 0. 

Nous nous intéressons à la position locale de & = supp [ par rapport à €, ie. à la position 
de m = g(s, + h) par rapport à C au voisinage de # = 0. Il s’agit d'étudier le signe de 
ph) = € + n° — 246 — 2bn. 

a) Cet S ne sont pas tangents en m, (i.e. a # 0}. Alors @{h) + — 24h, et donc # «traverse » 
Cen My 


b) Cet # sont tangents en ma lie. a = 0). On calcule alors : 


qi) = (1 — beojh? + o(k?) 
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a) Sib# Ro, # « ne traverse pas » C en mo; 


8) Sib=R,, le cercle C est centré au centre de courbure p, en M, à T'; on dit que C est le cercle 
osculateur à T'en Mo. 


FIG. 4t. 


Pour obtenir des renseignements plus précis, supposons k > 3 et poussons plus loin les 
développements limités (1). On trouve (avec R = 1/c}: 


_ Ro) 


0 


px) h3 + o(h) 

— en général R'{s0) # 0 et # « traverse » € en mo; 

— Si R'(s0) = 0, ce qui correspond’ d’ailleurs aux points où la développée admet un point 
stationnaire, on ne peut se prononcer sans supposer k > 4; on dit alors que le cercle C est 
surosculateur à F en Mc. 


3° Sphères osculatrices. — Revenons aux cas de #, : hypothèses et notations du 1°. Une 
sphère ZE contenant m, admet dans le repère (mo; to, Vo Bo) l'équation : 


x? + y? + 22 — Dax — 2by — 2cz = 0 


On étudie le signe de : @() = E? + n? + €? — 2aë — 2bn — 2ct, au voisinage de h = 0. D’après 
les calculs au 1° (avec R = {/c): 


(H) = — 2ah ( L }e ( BRo ) D 
=- + rt 4 4 + eo) + 0 
Ph a R Ro Ro U3R, 


a) Eet # ne sont pas tangents en m, (ie. a 5 0). Alors o(h) — — 2ah et # «traverse » E en 


b) £ et # sont tangents en m, (ie. a = 0). On distingue : 
a) Sib # Ro, $ « ne traverse pas » Z en mo. 


B) Sib = Ro, ie. si X est centré sur la droite p, + RB, (qui est dite axe de courbure en M, à 
F) on dit que la sphère Y est osculatrice en M, à F (ce cas est encore celui où X contient le cercle 
osculateur en M, de la projection de l sur le plan osculateur en Mb). 


Alors : : 


h 
k) = (R: — (Cu 
op) = ( o + olsge +0 ) 


et  « ne traverse pas » E en m,, sauf peut être si M, est tri-régulier et c = — Rio, auquel cas la 
sphère est dite surosculatrice. 


REMARQUE. — Le lecteur constatera que la notion de sphère osculatrice (resp. surosculatrice) 
est un cas particulier de celle de surface osculatrice (resp. surosculatrice) à une courbe qui sera 
introduite au 3.3.2, 5°. 


4° Développable polaire. — Soit D'un Care tri-régulier de # (k > 4) orienté, de représentant 
normal (J, g). Pour tout s € J nous disposons, au point d'abscisse curviligne s, de l'axe de courbure 


128 ÉTUDE MÉTRIQUE DES ARCS 2.2.3 


A(s) = p{s) + RB(s), et du centre de la sphère surosculatrice os) = p(s) — R'(s)T{sB(s). Le 
do 
lecteur vérifiera que 2e reste colinéaire à B. Il en déduira que (quitte à remplacer T par un sous- 
s 
arc) la famille de droites (A(s)},., admet pour enveloppe l'arc paramétré (J, w). *En d'autres termes 
— et en anticipant sur 3.2 — la nappe réglée Z, représentée par : 


GX R, (s, p}e ps) + pB(s) 


et admettant les A(s) pour génératrices rectilignes, est développable et son arête de rebroussement 
est représentée par (J,&@). On dit que E est la développable polaire deT., 


5° Développées d’un arc de &,. — Soit PF un C*-arc géométrique bi-régulier orienté de # 
(& > 3), de représentant normal (J,g) On pose : 


DÉFINITION. — A toute application @ :J — R, de classe C!, on associe la famille de normales à 
r: 


Fa = Gohen où Dofs) = mis) + Rug(s), 
avec : 


u(s) = cos q(sjv(s) + sin (s)B(s). 


Si la famille 7, admet une enveloppe Y,, on dit que l'arc géométrique T,, représenté par y, est une 
développée de T, 


Suivant la méthode de 1.6.3, considérons l'arc paramétré : 
(J, qgh avec q:5s + m(s) + A(su,(s) 
où À: JR est de classe C!. 
dg & : 
Nous constatons que — — —u,, s'écrit : 
Is ds 


de : 
( — Àccos gjt + à(r = ) sin @ — f cos w) 
és 


d 
Il en résulte que . {s) reste colinéaire à u,, (s) si et seulement si: 
5 


dp 
— = 7} AUX cos p = R) 
ds 
dk 
— Vo 
ds Ÿ 

Ainsi la famille #,, ne peut avoir une enveloppe que si @ est une primitive sur J de la torsion 
Y. Inversement supposons qu’il en soit ainsi, et que (en se limitant éventuellement à un sous-arc 
de l} la fonction cos @ ne prenne que la valeur O sur J. Notons alors Y@ l'arc paramétré : 


is .… da 
et que, si cette condition est remplie : — = 


R(5) 
cos PTT 


Yo = (J, qh avec g:5 + mis) + 


Il est, comme ®, de classe C*72, 


d{f R 
Au moins dans la mesure où FE ne prend pas la valeur Q sur J, nous pouvons affirmer 
Is \cos @ 


que l'arc géométrique l, représenté par y, est une développée deT. 
Remarquons que : g = p + Rte pf ce qui montre que les développées sont tracées sur la 
développable polaire (cf. 4°). 
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6° Développantes d'un arc de &,. — Comme dans le cas de &,, on pose: 


DÉFINITION. — Un C* arc géométrique orienté l étant défini par un représentant normal (J, g), 
lesC*-arcs géométriques A, représentés par les : 


Cf) avec 15 + g(s) + (Go — ST) 
sont appelées développantes de J. 
Ici encore : f{s) = (so — s}c(sv(s). 


En nous limitant à un sous-arc A, «sur lequel s ne prend pas la valeur s, », nous avons, 
comme dans le cas du plan: 


s')= (sk) et ts) = v() 


ce qui montre que la droite AT (S), m(s)} est une normale à As, au point de paramètre s. On en 
déduit que A;, admet pour développée le sous-arc correspondant de T.. 


2.3, COMPLÉMENTS 


2.3.1. Équations intrinsèques d'un arc de #;. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient et W deux applications d'un intervalle réel J dans R. 
On suppose @ de classe C!, à valeurs dans R*, et 4 continue. Alors il existe un C?-arc géométrique 
orienté birégulier, admettant un représentant normal défini sur J auquel correspondent des fonctions 
courbure et torsion qui coïncident respectivement avec et Y. 

À partir d'une solution, on obtient une autre solution par un déplacement quelconque. 
Inversement, étant données deux solutions, il existe un déplacement qui permet de passer de l’une à 
l'autre. On dit que le couple (c(s) = @(s), y{s) = s)) est une équation intrinsèque de chacune des 
solutions. 


— Existence d'une solution. — Fixons un point s,€ J et une base orthonormale directe 
(us, Vo Wo) de E,. Désignons par (u, v, w) l'unique application (IV, 5.1.1, 2°) de J dans E$ qui est 
solution sur J du système différentiel linéaire à coefficients continus : 


dU av aW 
CZ POV = — EU — WW = pi) @) 
ds ds ds 
et qui vérifie la « condition initiale » : u(so) = üo, Y(50) = Yos W5o) = Wo: À priori u, v, w sont de 
classe Cl; u’ = pv est donc de classe C!, et ainsi u est de classe C2. 
— Montrons que pour tout se J, {u(s}, v(s} w(s)) est une base orthonormale directe de E. 
Soit {i, j, k} une base orthonormale directe fixe. Notons P{s) la matrice du système 
(u(s), v(s), w(s)) dans cette base; P’(s) est ainsi la matrice de (u’(s), v'(s), w'(s)) dans la même base, et 
le lecteur vérifiera aisément que P'{s) = P{s}A{s} où A(s) est la matrice antisymétrique : 


0 —o(s 0 
A(s) = [oo 0 vo | 
Q —vwis) 0 
On a: (PY(s) = — A(s)'P(s) et donc : 
VseJ  P(PY() + P(YP(5) = O 


ce qui montre que l'application P'P est constante sur J; comme elle prend la valeur 1, pour s,, on 
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en déduit que la matrice P(s) est orthogonale pour tout seJ. Enfin, par raison de continuité, 
det P, qui prend ses valeurs dans {— 1,1} est la constante det P{s,) = 1. CO 
— Montrons que l'arc géométrique T' orienté représenté par (J, g) avec 


s 
vseJ gts) = mo + [ u(é) dé 
So 
où m, € & est arbitrairement choisi, est une solution. 
Notons que, u étant de classe C?, cet arc est de classe C%, et que, puisque : 


YseJ [gs = Ilu(sH = 1 


il est régulier et admet (J, g) pour représentant normal. On a v(s) = g'{s) = u(s) D’autre part : 
g'(s) = w'{s) = p(s)vis), avec p(s) > Ô et Ilv(s)ll = 1. L’arc est bi-régulier et on a: v(s) = v(s) et 
c{s) = (5); {u(s), v(s), w(s)) étant une base orthonormale directe de E, il vient : B{s) = w(s). Enfin : 
B'(s) = w'(s) = y(s)v(s) montre que la torsion vérifie y{s) = W{s). 


Comparaison de deux solutions, — a) Soit l,, de représentant normal (J, g,), un second arc 
solution. Notons P,(s) la matrice dans la base fixe (i, j, k) du trièdre de Serret-Frenet (t(s), v,(s), 
B.(s). D'après les formules de Frenet, on a, en reprenant les fonctions matricielles À et P 
introduites ci-dessus : Pi = P,4. 

Posons Q = P,'P. Il vient Q' = P;'P + P,({P} et donc, compte tenu Pi = P,4 et de 
CPÿ = - AP:Q =0. 

La matrice Q(s), qui est ortnogonale droite comme produit des deux matrices orthogonales 
droites P,(s} et ‘P(s), est ainsi égale à une matrice fixe, et l'isométrie positive de E dont Q(s) est la 
matrice dans la base (i, j, k) est fixe. Notons-la ®. Pour tout s € J, w transforme {t(s), v(s}, B(s)) en 
(ti), vils}, B:(s)), et, en particulier : gi{s) = m{g'(s}). 

Soit 8 le déplacement de partie linéaire & qui donne de m, = g(so) l'image m4 = gi(so) Par 
dérivation, on constate que l'application 8 o g — g, de J dans E est constante; comme elle prend 
la valeur O£ au point s, de J, elle est nulle. En conclusion : g, = à °g, et on passe de Là l”, par le 
déplacement 5. 

b) Le lecteur montre aisément que, pour tout déplacement 8, de &, (J, 8, ° g) représente une 
solution. 


REMARQUES, — a) On vérifie que si g et y sont de classe C}, alors les arcs solutions sont de 
classe C**2. 


b) L'étude vaut dans le plan en prenant 4 = 0. On remarque cependant qu’il suffit de 
supposer @ continue, les arcs solutions étant alors seulement de classe C2. 


2° EXEMPLES. — a) Arcs d'équation intrinsèque : c(s) = y{s) = Vans +4), U =R) 
Les solutions sont de classe C°. Le trièdre de Frenet (7, v, B) est une solution de: 


du 2 dv V2 aw 2 


= V; = - U + W); — = L 
ds s?+4 ds #44! L ds s+4 5 
: s s?2+4 
Un changement de variable s — @({r), tel que — = + par exemple : 
dt 5 
s=2tgt/2 te]-x/2/2 1242 (ie 1 = 1/1/2.Arctg 5/2) 
ramène la résolution de (L) à celle du système différentiel à coefficients constants : 
du dv dw 
sv, —=-(U+W, —-v L’ 
dt dt Û | dt ce 


En projetant orthogonalement sur Ri, puis sur Rj, enfin sur Rk, on a à résoudre successivement 
trois systèmes de la forme : 
dé dn dé 


HORS SE tr, = A 
=? a EG PL {A) 
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dans lesquels les fonctions inconnues sont numériques. Par la méthode habituelle le lecteur 
trouvera la solution générale de A, et il en déduira que celle de (L) s'écrit : 

t(s) = À + cos «2 B+sin «DC seR 

v6) = — 2 sin (4/2 B + (/2 cos (/2C 1e]- #/24/2, n/2,/20 

B(s) = — A + cos (1/2) B + sin (/2)C s2 = gt /2 


Il faut choisir les constantes d'intégration A, B, C de façon que, pour une valeur de s le trièdre 
obtenu sait orthonormal direct {il le sera alors pour toute valeur de s). On constate que l’on peut 
adopter : 

A=ûG-jÿ2 B=1//2k C=û+)j2 
D'où : 


à 1 s ) i ; s : V2 . 
TS) LE ———— fi + TL + © | j+ — 
2 Ja+s 2 VJa+s Vars 


Une solution est l'arc T représenté par (J, g) avec 


gW=0+- SU+ Va + si + tes + Vars + + 2 Argsh s/2.k 


où De & est arbitrairement choisi. 
Un autre représentant (non normal) de l s'obtient en posant Argsh s/2 = u. C'est (R, f), 
avec : 


fu) = © + ei + 6j + u4/2k. 
On reconnaît l'arc étudié au 2.2.2, 5° (exemple Il). 

b) Arcs plans d'équation intrinsèque R(s) = /a? — s? (J = ]-— a, + al). Ii s’agit d’arcs de 
classe C®. On a intérêt à introduire l'angle polaire « du vecteur t dans un repère donné. On sait 
que l’on peut choisir à de sorte que s ++ a soit un C®-difféomorphisme. On peut donc prendre & 
comme paramètre. 

: ds ; : 1 LE he 

di vient alors : o, at — st d'où s = a sin (œ — &o), (- — &€ |— 321) Quitte à 

(2 


& ds 
modifier le repère par rotation, on peut toujours supposer &, = 0. Ii vient alors Fa = acosa et 
(2 


dx dx ds dy 
donc — = —.— = gcos? à et de même — = a sin & cos a. 
da ds dx da 
On en déduit : 
a sin 20 
X = Xo + ={x + À } = Jo — - cos 24 
2 2. # 


Le lecteur vérifiera qu'il s'agit d’une arche de cycloïde. 


2.3.2. Hélices 


3 Le lecteur pourra raisonner sur des arcs paramétrés. Ë 


1° On considère un espace affine euclidien orienté #, de dimension 3, et un plan de #, que 
l'on oriente par le choix d’un vecteur unitaire normal k. 
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Soit F un C*-arc géométrique orienté régulier de & à support dans ®, k > 1, donné par un 
représentant normal (J, g); on adopte pour cet arc les notations classiques +, v, B, c, y, ..., avec ici 
B=kety = 0 AT on associe le CX-arc orienté [", défini par le représentant, en général non normal, 
(J,g1) avec: 


gits) = g{s) + {as + b}k, (a,b}eR x R. 


DÉFINITION. — Dans ces conditions, on dit que l, est une hélice de directrice V et d’axe Rk. 

On constate que #, = supp l, est tracé sur le cylindre de directrice & = supp T, et de 
direction de génératrices Rk (fig. 42). Si on développe ce cylindre, #, se transforme en une droite 
non parallèle aux génératrices. 

Réciproquement toute hélice peut être obtenue par ce procédé. 


FIG. 42. 


EXEMPLE. — Si l est le cercle dont un paramétrage est x = R cost, y = R sin t, l', est une 
hélice circulaire si a # 0, un cercle si a = O{cf. 2.2.2, 7°). 


d 
2° Propriétés de l'hélice V,. — De _ = 1 + ak on déduit que T'; est régulier. Puisque l’on a 
Is 


ï à ds FE 
orienté T, dans le sens des s croissants : PE = Va + 1, et donc: 
5 


e L’'abscisse curviligne sur 1, est une fonction affine de l’abscisse curviligne sur l. 


dg: 1 a à 
 Onat = = ————2t + —————k; d'où (t,ik) = e]-1+i1let: 
Fo dn Jri1 Va +1 +1 


e Le vecteur unitaire de la tangente orientée à T', fait avec k un angle constant à € ]0, rl ; on a : 
cos x = q//a? + 1 et cotgo = a. 
dt; 1 


dx > 
— Supposons maintenant k > 2. On a — = Ron et donc l', est birégulier si, et 
ds, a?+1 ds 
seulement si T l'est, condition que nous supposons remplie. Puisque nous avons convenu que la 
courbure est positive, il vient : 


ca? +1) et = 
a 1 


= TE + —— k 


Va +l a +1 


e La normale principale à F, reste parallèle au plan Z. 

e La courbure de T, est proportionnelle à celle de T. 

e Le vecteur unitaire de la binormale orientée à l', fait avec k un angle constant &’ € 10, x[ ; on 
a: cos & = 1/,/a? + 1 et tg w = 0. 


ci 


d'où : CA 


[l 
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d a 
— Si, en outre k > 3, on peut introduire la torsion y, de Ti. On a: dB SRS Cv. 
ds, dé +i 
D'où = — — 06, et = —a;: 
Yi Fri Y: 1 
e La courbure et la torsion sont proportionnelles. 
3° Étude de quelques réciproques. — a) Soit T; un C'-arc régulier orienté, dont le vecteur 


unitaire de la tangente orientée fait avec un vecteur unitaire fixe k un angle constant à € ]0, nf. T', est 
une hélice d'axe Rk. 

Soient Z un plan affine de direction (Rk}£ et T l’arc projection orthogonale de F, sur 2. 
Comme l,, l'est de classe C! et on peut écrire : 


m = m+ak, où À= Crm;lk) est de classe C1. 


dA ‘ dm 
Par dérivation : —k = 7, — —: 
ds, ds, 
En multipliant scalairement par k, on en déduit : 


da dm 
— = {uilk) — {—Kk})= cos 
ds, ds: 


ne dm dm]? 
D'où : — =t -cosœk et | = sin. 
ds, s, 
nt e£ ; à b s : 
F est ainsi régulier, et si on l'oriente de sorte que — = sina, on a À(s) = as + b, (avec 
Si 
a = cotg 9). E 
REMARQUE. — Pour & = x/2, on trouve les arcs plans, qui sont des hélices (a = 0). 


b} Soit TV, un arc bi-régulier, dont la normale principale reste parallèle à un plan affine @ ; T, est 
une hélice, de direction orthogonale à ?. 


d: 
Soit k un vecteur unitaire orthogonai à #. Par hypothèse : (v,]k) = 0 et donc (Eh) = 0. 
s{ 


Ainsi (t,lk) est constant; on est ramené à a). 


c) Soit T', un arc bi-régulier dont le vecteur unitaire de la binormale orientée fait avec un vecteur 
unitaire fixe un angle constant « € ]0, nl. l, est une hélice d'axe Rk. 
De (B;lk) = cos «’, on déduit, par dérivation (v,Ik) = 0; on est ramené à b). 
d) Soit T'; un arc bi-régulier de classe C* (k > 3) dont la torsion est proportionnelle à la 
courbure. V, est une hélice. 
1 À 1. dB, dr 
On suppose — = — (€ R). Il en résulte —— = À — et donc le vecteur B, — At, est 
T, R ds, ds, 
constant. En notant k ce vecteur constant, il vient (v,|k) = 0, et on est ramené au b). 


REMARQUES. — a) Cette propriété a l'avantage sur les autres d'être facile à constater dans 
n'importe quel repère. 

b) Le lecteur vérifiera que les hélices circulaires sont caractérisées par le fait que les fonctions 
courbure et torsion sont constantes. 


EXEMPLE. — Le C-arc T, de représentant (R, f) avec f{r) = © + eti + et + 1/2k a été 


étudié au 2.2.2.5°. Nous avons trouvé R = T = 2,/2 ch? £. Il s’agit donc d'une hélice. Nous avons 
d’ailleurs constaté que + fait avec i — j l'angle constant 7/4. Après rotation du repère de — n/4 
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autour de l'axe © + Rk, on constate que T', admet le paramétrage 
X=/2s% 24/2 Y=,/2 ch z//2 


La directrice de l, est une chaînette du plan YOZ {fg. 43). L’axe de l', est OX. 


x 


Fic. 43. 


EXERCICES 


On se place dans &, (resp. &:) affine euclidien orienté. Tous les 
repères considérés sont orthonormaux directs. 


GÉOMÉTRIE PLANE EUCLIDIENNE 


2.01. — Montrer que les deux arcs paramétrés définis par 
p=asin 20 (0<90 < r/2); x = 2a cos ft, y=asint (0<r<n/2) 


ont la même longueur. 
2.02. — Longueur d'un arc paramétré dans le support a pour équation : 


pa? — y?) = 8a? 
2.03. — On considère les sous-arcs You t Ye,ma de l’arc paramétré défini par 


p = a4/cos 28,  Be[0, x/4] 


tels que cos .cos x’ = 17/2. Montrer qu'ils ont la même longueur. 
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2.04 — Étant donné à > |, on considère l'arc paramétré y défini par: 


y = f(x} avec  f(0} = 0 et f(x) = x*sin i/x. 


On note {(x} la longueur du sous-arc 7,1, x € ]0, 1[. Existe-t-il lim /(x) ? 
x—0 


2.05. — a) Soit !(t) la longueur du sous-arc y,, de la cissoïde droite : 


x= af +e) y = at/(l + re). 


Existe-t-il: lim ({(r) — y(1}}? 
1 +0 
b) Inversement soit y' un arc paramétré d'équation y = f(x), oùf : R, — Rest de 
classe Cl, positive, décroissante, et vérifie lim f(x) = 0. Soit s(x) une abscisse 
x + 0 


curviligne du point d’abscisse x de Ÿ. Existe-t-il lim (s(x) — y)? 
x+e 


2.06. — Rayon de courbure et centre de courbure en un point de l’un des arcs 
paramétrés définis par : 


y = i/(a + ch1/x); 2° = (1 + e)(i + €) 
se + cos?) sint ro . = cos? t + Log(sint) 


y = sin?t cost y=2cht y = sinf cos t 


ê = sh t/(ch t + cos ft) . 2 Arctgt 
y = sin t/(ch t + cos 1) y = Log [(i + #1 - #2)] 
p =th 8/2; p = (sin 8/x)°; p = 1/1 — 6?) 


2.07. — Rayon de courbure au point d’abscisse © de l’arc paramétré défini par 
y = f(x) où f est la fonction continue et paire définie par : 


si O0<x<li. 


2.08. — Trouver le centre de courbure au point © de chacun des arcs paramétrés 
déterminés au voisinage de © par: 


x=ti+t, y=(t+ijex 
tg 0 - cos sin 6—-2cos0 _ pp — 3) 
Lt 6" PT cos 8 _ p+i 
xO +) at y)e 0; x + px x + y x = 0 
xt + pt + x + y = 0; xt + pt + xx — 2y) + x2 — KL? = 0 


n 8 


p = 


; 


2.09. — Lieu, quand À varie, du centre de courbure au point © + ai de la 
« courbe » : 


Ty) x? + 2hxy — y? — a? =0 
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2.10. — La « courbe » F; d'équation : 
x y y 
+ —2—cos À — sin? À = 
a  b? ab 


est tangente à la droite x = a. Lieu, quand À varie, du centre de courbure à F; au point 
de contact. 


2.11. Soit l'équation différentielle linéaire : 
J" + a(x)y" + b(x}y = cx) (Æ) 


où a, b, c sont des fonctions continues sur un même intervalle. 

On appelle courbe intégrale de E tout arc paramétré (I, x ++ (x, p(x)) de R? muni 
de sa structure euclidienne naturelle, tel que w soit solution sur 7 de E. 

a} Lieu du centre de courbure au point donné m, des courbes intégrales de E qui 
passent par mo. 

b) Ici a et b sont des constantes. On considère celles des courbes intégrales de £ 
qui sont tangentes à la droite y = x. Lieu du centre de courbure au point de contact. 


2.12. — On considère les courbes intégrales (cf. exercice précédent) de : 
Y—3G +» +1=0 (Æ) 


a) Lieu des points d’inflexion; enveloppe des tangentes en ces points. 


b} Lieu du centre de courbure en leurs points d’intersection avec les axes de 
coordonnées. 


2.13. — Les centres de courbure à la spirale d'Archimède p = 48, aux points situés 
sur Oy appartiennent à l’une où l’autre de deux coniques. 


2.14 — La normale en m à la parabole y? — 2px = 0 coupant la directrice en », 


£ 4 _— 
montrer que le centre de courbure en m est p tel que mp = — 2mn. En déduire le lieu 
des foyers des paraboles admettant en un point donné un centre de courbure donné. 


2.15. — Une parabole est tangente à une ellipse en deux de ses sommets m, et m,. 
Montrer que, si p, et po désignent les centres de courbure en m, de l'ellipse et de la 


— 


parabole on a : moPo = 2MoPo. 


2.16. — Au point m d'une ellipse TD on associe le point n où la normale en m 
recoupe I. Montrer que les extremums de la fonction m ++ d(m, n) correspondent aux 
cas où m est un sommet et éventuellement aux cas où n appartient à la développée de T°. 


2.17. — Au point m (distinct du sommet} d’une parabole I on associe le point n où 
la normale en m coupe I. Chercher les extremums de la fonction m + ! (arc mn). 


2.18. — On considère l'arc géométrique simple et fermé, de représentant normal 
(C0, L], g} où g : R — & est L-périodique, de classe R°: c désigne la fonction courbure. 
É —_——+ 
a) Vérifier : Î c’(s)Og(s) ds = 0. 
0 


b} On suppose que l'arc est convexe (ie. pour tout se [0, £], contenu dans un 
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demi-plan fermé limité par la tangente au point d’abscisse curviligne s). Montrer que la 
fonction s possède au moins quatre extremums. 


2.19. — Trouver les cercles osculateurs à une ellipse passant : 
a) par le centre; b) par un foyer. 


2.20. — Trouver les cercles osculateurs à Farc paramétré : 


X= a cost, y=a 
qui passent par ©. 


2.21. — Le rapport des rayons de courbure au point de contact de deux arcs 
paramétrés tangents est invariant dans un automorphisme affine du plan &. 


2.22. — Soit y un arc paramétré bi-régulier. Montrer qu'en général les cercles de 
courbure à y en deux points voisins ne se coupent pas. Étudier le cas d'exception. 


2.23. - Sur un arc paramétré bi-régulier donné on considère un point m, fixe et 
deux points m et m' qui tendent vers m, en restant distincts. Trouver la «limite » : 
a} du cercle circonscrit au triangle m,, mm, 


b) du cercle circonscrit au triangle formé par les tangentes à y en m,, m, m°. 


2.24. — Trois points m,, (ie N;), décrivent des C?-arcs paramétrés bi-réguliers (E, f} 
de façon que, pour toute valeur du paramètre, ils soient distincts et que la tangente à 
chacun d’eux soit parallèle à la droite définie par les deux autres ; on désigne par R; les 
rayons de courbure et par r le rayon du cercle circonscrit à m;m,m,. Montrer que 
R;R2R3/r° est une constante. 


2:25. — A tout point m d’un C?-arc paramétré bi-régulier y on associe la droite 2, 
déduite de la tangente en m par une rotation d'angle donné autour de m, et la droite A,, 
symétrique de la tangente en m par rapport à une droite de direction donnée passant 
par m. En utilisant le centre de courbure p, donner une construction géométrique 
simple des points de contact de %,, et A, avec leurs enveloppes. 


2.26. — On considère deux arcs paramétrés bi-réguliers y;, ie N,, de supports 
homologues l'un de l’autre dans une inversion de pôle O, d'équations polaires p = /{(8), 
8el, où f, et f, sont deux fonctions de produit constant : m, désigne le point de y; 
d'angle polaire 6, p; le centre de courbure, n; le pied de la sous-normale (angle polaire 
8 + n/2} de y, en m, Les deux arcs sont orientés dans le sens des 6 croissants. 

a) Vérifier : f,(0} ds, = f,(0) ds,. 

b} Montrer que O, p, et p, sont alignés. 


min mon 
Las! T2. 
+ 


MaPi MPa 


c) Vérifier : 


292; 


2.21. — On considère l’ellipse y représentée par : x = acost, y = bsint. 
4 
a) Un œærcle & la coupe en quatre points m{f). Calculer Ÿ t,. 
i=i 
b) Le cercle osculateur à y au point m(t) recoupe y en m'{f). Exprimer r en 
fonction de t. Comparer la direction de la droite mm et celle de la tangente en m à y. 
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c) Les points m; associés à quatre points cocycliques m; de y (comme il a été dit en 
b) sont eux-mêmes cocycliques. 

2.28. — Trouver la développée : 

— d'une cissoïde droite : x = at?/(1 + 1°), y = 1x; 

— d’une strophoïde droite : x = al — t?){1 + #2), y = tx: 

- d’une lemniscate : x = at/(1 + 1°), y = 2x; 

— d'une spirale logarithmique : p = aert, 


2.29. — Construire les développantes d’une parabole, d’une chaînette, des arcs 


définis par : 
£ = 3ar? £ = a(3t — 1°) ; = aArctgt 
y = 2at° y = 3at? L 1+6 
= 0 Log —— 
y 8 1-8 
2.30. — Lieu des projections du centre d’un cercle sur les tangentes à une 


développante de ce cercle. 


2.31. — Former une équation intrinsèque d’une développante de développante de 
cercle. 


2.32. — Le plan est euclidien mais (exceptionnellement} le repère n'est pas 
nécessairement orthonormal. Soit y l'arc paramétré défini par 


x =acost + bsinf + ct + d, y = a cost + b'sint + c't + d 
On note : u = ai + a, v= bi + bi, w=ci+ ci. 
Montrer que y est une cycloïde si, et seulement si : 


sk = _ 
ul =lvi=ImI£#0 et  (uy)=0 


2.33, — Une arche de cycloïde roule sans glisser sur une droite. 
a} Lieu des extrémités. 


b) Lieu du centre de courbure au point de contact avec la droite. 


2.34 — a} Une cardioïde roule sans glisser sur une droite. Lieu du centre de 
courbure au point de contact. 


b} Même question pour une astroïde, pour une parabole. 


235. — Une spirale logarithmique roule sans glisser sur un cercle. Lieu du centre 
de courbure au point de contact. 


2.36. — Lieu du sommet d’une chaînette qui roule sans glisser sur une droite. 


2.37. — Déterminer un Cl-arc paramétré régulier sur lequel peut rouler sans 
glisser une cardioïde de façon que le point de rebroussement décrive une droite. 


2.38. — Déterminer un C?-arc paramétré bi-régulier qui puisse rouler sans glisser 
sur une droite fixe de façon que le centre de courbure au point de contact décrive une 
cycloïde de base Z. 
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& ARCS CONDITIONNÉS » DU PLAN 


2.39. — Pour tout Cl-arc paramétré orienté régulier y, on associe à tout 
m € Supp y ses projections orthogonales g et g' sur Ox et Oy, les points d'intersection t 
et ? (resp. n et n’} de la tangente (resp. de la normale) avec Ox et Oy, et les projections 
orthogonales k et h’ de O sur la tangente et sur la normale; a et k sont des réels non 
nuls donnés (a > O). 

On demande de déterminer un arc y vérifiant une condition imposée qui est 
successivement : 


mn =kmn, OF =KOn: O0= kKOn, Mm=a; 
Om = klimel|; Om = klimnll: He = Ien’]l; Ot.On=k; 
nr] = 4; où = kqn: ll = 4; Oh.mn = k; 


OH = Intl; 1O47 = a0q: [ON = a; 


— La droite fn a une direction donnée: 

— Le milieu de mn appartient à la parabole d’équation y? = 2px; 

— Le milieu de mf appartient à un cercle de centre O; 

— Les droites Om et tn’ font un angle donné; 

— Le cercle de diamètre fn’ est orthogonal à un cercle fixe; 

— La droite hh’ a une direction fixe; 

— La parallèle à la normale mn menée par r’ est tangente à son enveloppe en un 
point appartenant à la droite Om. 


240. — Pour tout arc paramétré orienté y, bi-régulier, les symboles 5, m, c, R, p, «& 
ont la même signification que dans le cours; (x, y} [resp. (6, p}] sont des coordonnées 
cartésiennes [resp. polaires] de m; R, est le rayon de courbure en p de la développée y, 
(classe assez grande), a et k sont des réels non nuls donnés (a > O}. 

On demande de déterminer un arc y vérifiant une condition imposée qui est 
successivement : 


sin & x 
R = as; R=a——; R=ach-; y = aesia; 
cos œ a 
S = at; æ=atga; s = aekr; s? = 8ay; 
Ps =; sæalog(y/d; R=Kkp 
— R = p*/a? et une asymptote passe par O (on cherchera g(6) = 1/p(8)): 
— R = a?/3p et O est point d’inflexion; 


— Le segment [m, p] est vu de O sous un angle donné: 
— R+R, = a (on passe dans ce cas de y, à sa développée par un déplacement); 
— R'+KR?= 0; casdek=1: 


RES 
— Le point n défini par mn = kmp décrit une droite donnée. Cas de k = — 1 et 
k =); 
— JR| = 10m |2/1OA I, où h est la projection de © sur la tangente en m; 


_ L'homothétique dans (m,k) du cercle de courbure de m passe par O; 
_ mp = = kmh (k : projection de © sur la normale en m"); 


_ Op = kOm (g : point où la droite Om recoupe le cercle osculateur. 
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2.41. — Pour a et k donnés (a > 0}, déterminer un arc plan d’équation 
intrinsèque : 
; c=ks; R? = 2as; R? = a{es — 1) 
+s=l; R? = a + k?5?; R'=@ -—k?s; dd +s =as. 


GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE #3 EUCLIDIEN 


242. — Soit y = ([a b].f) un C-arc paramétré compact On suppose que / est 
dérivable à droite sur Ja, b[ et que f, est bornée sur Ja, b[. Montrer que y est rectifiable. 


2.43. — Un C'-arc paramétré de longueur { se projette orthogonalement sur les 
plans de coordonnées suivant des arcs de longueurs /,, 


Montrer: L +1, +1, > NE 


ll 


2.44. — Repère de Ferret-Frenet, courbure et torsion en un point de lun des arcs 
paramétrés orientés définis par : 


x = 3 x 


= #2 xæt/2+cht+,/2sht 
y=t 3 y = É,/2/3 y=-t/2+cht+,/2she 
zet +3 z = 14 z =2sht—/2cht 
x = acostt x = aft — sint) x =4/2cost 
y=asintt y = a(l = cost) y=t+2sint 
z = bcos2t z = bt z = 2(1 -— cost} 
x =shz x = cosz +zsinz x = 29/4 + 1/(37) 
ê = chz . = sinz — zcosz £ = 24/4 — ]1/(32) 
8=sint B=igt-1: 
p=a p = a/cost 
z = acost z = a/(2cos’?t) 


k = av { =a { = a 
z = ae z = aLog(|cos@]| z =ach0 


(On montrera que certains de ces arcs sont des hélices.) 


245. — Soit y l'arc paramétré orienté défini par : 
x = 32/4, y=t, z=1%/4+kt (k donné) 


On note à l’angle de la binormale en un point de y avec la droite O + Ri. Vérifier 
que la torsion au point considéré est cos? a. 


2.46. — Soit D un C°-arc paramétré bi-régulier dont toutes les normales 
principales coupent une droite donnée 2 sous un angle donné &. Montrer que les plans 
rectifiants contiennent un point fixe de 2. 


2.47. — Anticipant sur 3.3.1, montrer que l'équation : 


2 + y? +22 = 6) À (x + yf + 74 = 8) 
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définit une courbe au voisinage du point m{l, 2, — 1) et trouver le repère de Serret- 
Frenet, la courbure et la torsion en m, de cette courbe. 


2.48. — Même question, pour l'équation : 
(2 + y? = a?) À (y? — 2:x = 0) 
et le point m,(a, 0, O). 
2.49. — On donne les réels strictement positifs a et k. Déterminer successivement 


une fonction f pour qu’en tout point de l'arc paramétré (tracé sur le cylindre d’équation 
x? + y? = a?) représenté par : 


x = acost, y=asint, z = f(6) : 


a) La normale principale soit parallèle au plan d’équation x = 0; 
b) La binormale rencontre la droite d’équation (x = a) À (y = 0); 
c) La tangente soit tangente à la sphère d’équation : 


x? + y +22 = a(1 + k?) 
d) La tangente rencontre le cercle d’équation : 
(z = 0) À (x? + y? = a2(1 + k?)) 


Dans le dernier cas on recherchcra les abscisses curvilignes de l’un des ares 
obtenus, ainsi que le repère de Serret-Frenet au point (a, (, ka) de celui d’entre eux qui 
contient ce point. 


2.50. — Déterminer un C?-arc géométrique bi-régulier orienté, en tout point 
duquel les axes du repère de Serret-Frenet coupent un plan donné en trois points 
formant un triangle équilatéral. 


2.51 — Soit y l'arc paramétré orienté défini par : 
? cos u(l + ch? u) tsin u(l + ch?u) 
x= du, JE — —— du, 
o ch? u n ch? u 


‘sh u(l + ch?u) 
2e —;— du 
0 ch? u 


a) Repère de Serret-Frenet, courbure et torsion en un point de y; vérifier que la 
fonction RT°/(R? + T?) est constante. 
b) Déterminer une fonction p telle que l’arc paramétré y, représenté par 
tom = mr) + p(Ov(r) 


(où m(r) est le point de y de paramètre f, et où v(r) est le vecteur unitaire de la binormale 
en ce point) admette la droite m(f}m, (t) pour binormale en m,(t), et ceci pour toutte R. 


2.52. — Soit F un C!-arc géométrique fermé simple, de support € inclus dans une 
sphère de rayon R > 0, la longueur de l'arc étant strictement inférieure à 27R. 

Montrer que € est inclus dans une demi-sphère de #, et ne contient pas deux 
points diamétralement opposés de €. 
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2.53. — Soit F un C?-arc géométrique fermé, régulier, orienté, défini par un 
représentant normal ([0,£],g). On lui associe son «indicatrice», qui est l'arc 
paramétré y = ([0, L],s ++ O + vs). 

a) Montrer que supp y rencontre tout grand cercle de la sphère (O, 1). (On étudiera 
la fonction s + {kit(s)), k fixe. 

b) Montrer que la longueur de T vérifie : {T) > 2x, l'égalité n’ayant lieu que si F 
est plane. 


5 
c} Montrer que la courbure c de F vérifie : [ c(s) ds > 27, l'égalité n'ayant lieu 
0 
que si F est plane. 


2.54 — Montrer que pour tout C°-arc géométrique tri-régulier les assertions 
suivantes sont équivalentes : 


i} Le support est inclus dans une sphère. 


s À dR\? 
ïi) Pour tout représentant normal, la fonction R? + (TE) est constante. 
LS 


2.55. — Soit I un CÂ-arc géométrique tri-régulier, à courbure constante. Étudier la 
courbure, le centre de courbure et la torsion de l'arc engendré par le centre de courbure 
à T. 


2.56. - On donne un torseur non nul T de & et on appelle « arc F » tout arc 
géométrique bi-régulier tel que, pour tout point M de T La tangente soit orthogonale au 
moment de 7 au point m, image de M. 

a) Montrer qu’il existe des arcs F. 


b) Montrer que les arcs T dont le support passe par un point donné a € & ont, au 
point correspondant même plan osculateur et, éventuellement, même torsion. 


2.57. — Soit F un C#-arc géométrique fermé, bi-régulier, orienté, à support inclus 
dans une sphère, défini par un représentant normal ([0, £], g}. En utilisant l'étude des 


L 
développées (2.2.4, 4°) montrer que, y désignant la torsion, on a: yds=0. 
o 


2.58. — Soit I un C-arc géométrique bi-régulier orienté, dont tous les plans 
osculateurs sont tangents à une sphère fixe. Montrer que tous les plans rectifiants 
passent par un point fixe et que le quotient de la torsion par la courbure est une 
fonction affine de l’abscisse curviligne. 

Étudier une réciproque. 


2.59. — Trouver des conditions pour que les binormales d’un arc F soient les 
normales principales d’un arc [', ; ces conditions étant remplies calculer la courbure et 
la torsion de l.. 


2.60. — Arcs DE BERTRAND. — Soit I un C“-arc géométrique orienté bi-régulier, 
k > 5, défini par un représentant normal (J, g). 

Pour p: J +R donnée, de classe C!, on dispose de l'arc F, représenté par 
(J,m,), avec m, : 5 ++ ms) + p(s}v(s); (les notations sont celles du cours pour F. les 
mêmes affectées d'un indice pour T,). 
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: dm . . : 
a) Montrer que la fonction és +) est nulle si, et seulement si ta fonction p est 
LS 


constante. 

b} On dit que F est un arc de Bertrand si et seulement si on peut choisir une 
fonction p non nulle telle que, pour tout s € J, m(s) appartienne à la binormale à I, en 
mis). Montrer que, pour cela, il faut et il suffit qu’il existe (a, b}e IR? tel que la fonction 
ac + by soit la constante s = I. 

Ce couple (a, b) est-il unique ? On examinera le cas où F est une hélice circulaire. 

c} La condition trouvée en b) étant remplie, montrer que les fonctions (r|t,) et yy; 
sont constantes sur J. Étudier le cas (t|t,) = 0. 

Étudier la fonction ac, + by, et en déduire que (pour k assez grand) l'arc T, 
associé à un arc de Bertrand F est lui aussi un arc de Bertrand. 

mp _m 

Vérifier enfin ue S 1e 

mp, Mai 


est constant. 


2.61. — Montrer que les arcs à courbure et torsion constantes et non nulles sont 
les hélices circulaires. 


2.62. — Déterminer les arcs d’équation intrinsèque (R = T = tgs). 


3 
ÉTUDE AFFINE DES NAPPES 


L'étude des nappes paramétrées est une généralisation 
È de celle des arcs paramétrés. 
Nous nous intéresserons ici aux propriétés affines C*- 
invariantes des nappes paramétrées et nous introduirons 
la notion de nappe géométrique (étant entendu qu'il ne 
s'agira que d'un simple procédé d'exposition). 
Pour simplifier, nous supposerons que(é, E) est un espace 
affine normé de dimension 3, et nous nous limiterons au 
cas de la classe C* avec ke(N\{0 }}U { + ao}. 


3.1. GÉNÉRALITÉS; 
PLANS TANGENTS 


3.1.1. Généralités sur les nappes paramétrées 


1° Nappes paramétrées (ou surfaces paramétrées). — DÉFINITION L — On 
appelle C“-nappe paramétrée (ou C'-surface paramétrée) de & tout couple (D, F), 
où D est un domaine (ouvert-connexe) de R?, et F une application de classe C* 
de D dans &. On dit que F(D) est le support de la nappe; on le note supp (D, F}; 
c’est un connexe de 6. 


e Points de la nappe; multiplicité d’un point du support. — On étend la 
définition I du 1.2.7, 2°. 


e Sous-nappes. — DÉFINITION IL — Soient (D,F) une C“-nappe 
paramétrée, et D'un domaine de R? inclus dans D. Alors (D', F|D'), qui est 
visiblement une C*-nappe paramétrée, est dite sous-nappe de (D, F). 


Son support est une partie de celui de (D, F). 


e Nappes simples. — DÉFINITION III. — On dit qu’une nappe paramétrée 
(D,F) est simple si, et seulement si F est une injection. 


e Point régulier. — On étend la définition VI du 1.2.7, 2°, à ceci près qu'ici 
le point de paramètre (u6, vo) est dit régulier si et seulement si rg dF(uo, vo) = 2. 
La nappe paramétrée (D, F) est dite régulière si et seulement si chacun de ses 
points est régulier. 
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e Plongements. — DÉFINITION IV. — On dit qu'une C*-nappe paramétrée 
(D, F) est immergée (resp. plongée) si, et seulement si F est une immersion (resp. 
un plongement) de D dans €; une nappe plongée est ainsi une nappe simple. 


La nappe (D, F) est donc immergée si, et seulement si, pour tout (u, v) e D, 
dF(u,v)e S{R2, E) est injective, ie. de rang 2. 

Rappelons que dF{u, v) s’écrit : 

En + EFi(, v) + nF,(u,v) 
si bien que son rang est celui du système de vecteurs de E : 
(Fu, v), Fi(u, v)) 

La nappe (D, F) est donc immergée si, et seulement si, pour tout (u, v)e D, le 

système (Fi{u, v), Fi(u, v)) est libre. 


Si & est euclidien et orienté cette condition s’écrit : l'application F; À F, 
ne prend la valeur Ô en aucun point de D. 


e Nappes cartésiennes. — DÉFINITION V ET THÉORÈME. — On dit qu’une 
C*-nappe paramétrée (D, F) est cartésienne si, et seulement s’il existe un repère 
(O;i,j,k) de & tel que l'on ait : 


V(u, v)e D, Fu, v) = O0 + ui + oj + f(u, ok. 


Toute nappe cartésienne est une nappe plongée. 


Le lecteur étendra la démonstration du 1.2.1, 2°. 


2° Nappes géométriques. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — On obtient une 
relation d’équivalence sur l’ensemble des C*-nappes paramétrées de € en 
convenant que «(D,F) est C-équivalente à (A, G) signifie qu'il existe 
8e Diff (A, D)(!) tel que G = F6». Les classes de C“-équivalence sont 
appelées C*-nappes géométriques de &. 


On raisonne comme pour les arcs géométriques. 


e On introduit, en procédant comme pour les arcs géométriques, les 
notions de paramétrisations, de points d’une nappe, ainsi que celle de sous- 
nappes. 


(} Ceci signifie que 8 : (À, 1) + (p@, pi), VC, n)} est une bijection de classe C* de A sur D 
dont le jacobien : 


Gi, 1H) quiA, H) 
VAL) VA, H)l 


ne prend pas la valeur 0. Comme j{A) est un connexe de R (image d'un connexe de R? par jp de 
classe C*” !}, ceci implique que j garde un signe fixe, non nul sur A. Selon qu'il s’agit de + 1 ou de 
— 1, on écrit 8e Diff, (4, D} ou 8 e Diff‘ (A, D). 


Je: Qu) — 
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On introduit ensuite les notions de propriétés C*-invariantes d’une nappe 
paramétrée et de propriétés d'une nappe géométrique (cf. 1.2.1, 4°} A titre 
d'exemples on démontre, en raisonnant comme pour les arcs : 


PROPOSITION I. — Toutes les paramétrisations d’une nappe géométrique Z 
ont un support commun, qui est dit support de EX, et noté supp Z. 


PROPOSITION Il. — Soit M, un point d’une nappe géométrique X. Si pour un 
représentant (D, F, (to, vo)) de M, on a rg dF(uc, vo) = 2, alors il en est de même 
pour tout représentant de M,, et on dit que M, est un point régulier de Z. 


Avec les notations habituelles, on a en effet : 


VA DEA  dGG,u) = dF(8(, p)) 0 d8(A, p) 


ce qui, compte tenu de dô(à, u) e GL(R?), entraîne l'égalité des images des 
applications linéaires dG(à, ui) et dF(8(À, u)), et donc l'égalité des rangs de ces 
applications. 


PROPOSITION III. — Si une paramétrisation d’une nappe géométrique Z est 
une nappe paramétrée simple (resp. immergée, resp. plongée), il en est de même 
pour toute paramétrisation de ZX, qui est dite nappe géométrique simple (resp. 
immergée; resp. plongée). 


Même démonstration que dans le cas des arcs géométriques. 
e Le théorème suivant permet de constater que le support d’une nappe 
immergée peut être considéré comme une réunion de supports de nappes plongées. 


THÉORÈME I. — Soit M, un point régulier d’une C“*-nappe géométrique Z. 
Alors, parmi les sous-nappes de Z dont un point est M,, il en existe une qui 
admet une paramétrisation Cartésienne, et donc est plongée, 


Soit (D, F,(w, vo), avec re dF(us, vo) = 2, un représentant de M4, Il 
existe (‘} un repère (O0; i,j,k) de € vérifiant la condition : 
ké Vect (Fo vo), Foto vo) 
En notant F(u,v) = O + fi(u, ji + ffu, v)j + fs(u, v)k, on a donc 


DU 2) 


0 
Du, v) (0; vo) # 0, 


ce qui permet d'appliquer le théorème d’inversion locale à : 
Gif): D +R Go) (fo) fu 0) 


au voisinage de (wo, vo) : il existe un ouvert D'e #',(uo, vo), que nous avons le 
droit de supposer connexe, tel que (f,f,) induise we Diff“(D',{), où 


{) Un tel repère peut se déduire d'un repère quelconque par une permutation convenable 
des vecteurs de la base. 
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Q = (f,, f2)(D') est un domaine de R2. La sous-nappe Z' de représentée par 
(D, F|D') l'est aussi par ((, D), avec : 


D=(FID)o® ! y) + O + xi + yj + fm (x, y))k. 


THéORÈME IL — Deux C*-nappes paramétrées plongées de #, (D, F) et 
(A, G), qui ont un support commun £ sont C‘-équivalentes. , 


F et G désignant les homéomorphismes de D et A sur 4 respectivement 
induits par F et G, il suffit de montrer que l’homéomorphisme 8 = F7! ° G de 
A sur D est de classe C* (la même propriété valant alors pour 
8"! -G-'0F; on a en effet G=— F8) 

— Soient (A, Ho}e À et (wo, to) = 8(Ào Ho) La nappe (D,F) étant 
plongée, dFu,, v,) est de rang 2. (0; i, j, k) étant un repère de & qui vérifie : 


ké Vect (Fi(uo vo}, Fi(uo Lo)}, 


en notant Fu, v) = O + fi(u, vi + file, v)j + fat, v}k, on a: 


DU; f) 
Den Woo) # 0 
Comme ci-dessus, il existe un domaine D'Ee You, vo) tel que (f, f:) induise 
se Diff (D’, Q) où A = (f, f:)(D') est un domaine de R?, On désigne par A’ le 
domaine 871(D}e #4 (À Lok 
En notant G(Au) = O + g,(à, u)i + g,(À u)j + g:(. Wk, on a 
(g1 92) = (fi f2) 0 6, et il vient : 


VOA HEA"  (g1,92)A, p}) = A, p)). 


La restriction, de 6 à A’ est donc définie par (À, p) + @°‘(g1, g2)(, ui), ce qui 
montre qu'il s’agit d’une application de classe C#. 


3° Ordre d’un point du support d'une nappe géométrique. On adopte la 
même définition que dans le cas des arcs géométriques (1.2.7, 5°). 


On constate que tout point d’une nappe simple est d'ordre géométrique 1 
(on dit: point simple). On vérifie ensuite : 


PROPOSITION. — Si, pour une paramétrisation (D, F) de Z, le seul 
8e Diff“(D, D) vérifiant F © 6 = F est Id,, alors, pour tout point du support de 
E, l'ordre géométrique est égal à la multiplicité. 


4° Nappes géométriques orientées. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — On 
obtient une relation d'équivalence sur l'ensemble des C*-nappes paramétrées de & 
en convenant que « (D, F) est C*-positivement équivalente à (A, G) signifie qu'il 
existe 8 e Diff, (À, D) tel que g = f ° 8 ». Les classes de C'-équivalence positive 
sont appelées Cl-nappes géométriques orientées de &. 


On raisonne comme pour les arcs. D 
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On introduit ensuite les notions d'orientations d’une nappe géométrique ; 
on montre qu’une nappe géométrique admet soit une, soit deux orientations, et 
on convient de dire que la nappe est orientable lorsqu'elle en admet deux. 


PROPOSITION. — Une C*-nappe géométrique X, dont une paramétrisation 
est (D, F), est non orientable si, et seulement s’il existe 0 € Diff_(D, D) tel que 


f= fe. 


On reprend la démonstration de la proposition II du 1.2.7, 6°, à cela près 
que æ est ici la bijection (u, v) + (v, u) de D sur un ouvert D’ de R2. me} 
On a immédiatement : 


CorOLLAIRE. — Toute nappe simple (et, en particulier, toute nappe plongée) 
est orientable. 


En revanche, on ne dispose en général pas ici d’une orientation du support 
de la nappe. 


3.1.2. Plans tangents 


1° Plan tangent à une nappe géométrique en un point régulier. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient Z une nappe géométrique (resp. une 
nappe géométrique orientée) et M, un point régulier de Z, d'image m.. 

Alors Im dF(u, vo) = Vect (Fi(uo, Lo), Fi(uo Lo) est un plan vectoriel 
indépendant du choix du représentant (D, F, (us, vo)) de M,, ce qui permet de le 
noter T(2; Mi); ses éléments non nuls sont dits vecteurs tangents à È en M4. 

Le plan affine & (2; Mo) = mo + T(E; Mi) est dit plan tangent à ZX en 
M, ; les droites de ce plan qui passent par m, sont dites tangentes à Z en M4. 


Le lecteur étendra aisément la démonstration de la proposition II du 
1.2.1, 4°. 


Notons que le plan tangent à Z en le point régulier M, est également le 
plan tangent en M, à toute sous-nappe de 2 qui contient M5. 


REMARQUES. — On généralise aisément les remarques du 1.2.2, 1° ainsi que les remarques 
du 1.2.2, 2°. On retiendra en particulier que : dans le cas d'une nappe simple, il n'y a aucun inconvénient 
à parler du plan tangent en un point du support; c'est d’un usage courant dans la pratique “et cela 
rejoint la notion de plan tangent en un point d’une surface au sens des sous-variétés,. 


REMARQUES. — Ici encore la notion de nappe géométrique est un 3 
simple procédé d’exposition. A partir de la C*-nappe paramétrée 

(D, F) et de son point régulier M(uo, v) on peut introduire le plan 
vectoriel Im dF(u5, vo) et le plan affine m, + Im dF(uo, vo), que l'on 

note T(o; Mus, v9)) et Go; M{uo, v0)), et montrer qu'il s’agit 
d'éléments C#-invariants du couple (o: Mitus, v)}, on dit que 

Ca; M{uo, vo)) est le plan tangent à & en Muo, vo). 

Toute la suite du 3.1.2 s’interprète aisément en termes de nappes et 
d’arcs paramétrés. 
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e Équation du plan tangent. Avec les notations du théorème précédent, 
soit # = (O;i,j,k) un repère de & dans lequel F: D —+ & s'écrit : 


(uv) + O + fu vji + g(u, v)j + h(u, v)k. 
M étant un point régulier de E, le plan tangent & (2: M,), ensemble des points 


m=0O + xi+ yj + zk de & tels que Le système (mom, Fit, vo) Fit vo)) 
soit lié, admet pour équation cartésienne : 


X — (os Lo) Go Lo) fous vo) 
Y — 9lüo Lo) os Lo) Golo Lo) | = 0 
2 — huo, vo) hiuo: vo)  hifuo vo) 


Si E est représentée par l'équation cartésienne z = f(x, y), 1e. par (F, D) avec: 
Fi y) = 0 + xi + yj + f(x, pk 


on sait que tout point de E est régulier, et on constate aisément que l'équation 
précédente s’écrit : 


2 — f(Xo Yo) = (x — Xxo)f(Xo Yo) + ( — Vol; (os Yo). 


2° Interprétation des tangentes à Zen M,. — a) Commençons par 
introduire la notion d’arc tracé sur une nappe. Posons : 


DÉFINITION I. — Soit Z une nappe géométrique de € définie par une 
paramétrisation (D, F). A tout arc géométrique y de R? à support dans D, on 
associe (1.2.2, 5°) l'arc géométrique | = F y de &, dont une paramétrisation 
est (I, F o f} lorsque (1, f) en est une de y ; on dit que T', dont le support est inclus 
dans celui de X, est un arc tracé sur Y. 


Cette définition ne dépend qu’en apparence du choix de (D, F). En effet si 
(A, G) est une autre paramétrisation de E, avec G = F °8,ona [ = Goyoù 
y est l'arc géométrique de R?, à support dans À, qui est représenté par 
(4,87! 0 f) lorsque y l'est par (1, f). 


REMARQUES. — a) Si E et y sont de classes respectives k et &', alors l est de classe min (k, k’). 
b} Si Z et y sont simples, alors F est simple (par composition d’injections). 


EXEMPLE. — ZE étant encore définie par (D, F), soit # l'ensemble des points du support de £ 
en lesquels les paramètres u et v sont liés par une relation œ{u, v) — 0 où est une application de 
classe CX (k' > 1) de D dans R. 

D’après 1.5, la courbe de R? définie implicitement par @(u, v) = 0 est (au moins si d@ ne 
s’annule pas) la réunion de support d’arcs géométriques. En passant de chacun de ces arcs, y, à 
Fey, on en déduit que Z est la réunion des supports d'arcs tracés sur ZX. 


DériNiTION II. — Les notations étant celles de la définition I, on dit que T 
passe par le point M, de Y, ou que le point M, de X appartient à TV si, et 
seulement s’il existe t, € 1 tel que (D, F, f(t)) soit un représentant de M,. Dans 
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ce contexte, on identifie le point M, de Z et le point de T dont un représentant 
est (1,Fo f,to). 


b) En utilisant : 


(F 0 fY(6o) = dF(f(o)).f'(o), @ 
on peut alors énoncer, avec les notations de la définition II : 


ProPOosiTiON L — Si f’(t) # 0 et si le point M, de Z est régulier, alors le 
point M, de T est régulier, et &(T ; M,) est une tangente à Z en M,. 


Remarquons que, dans la pratique, si on note f : t ++ (ut), v(t)}, avec 
u(ts) = uo et v(to) = vo, alors : 


CF» f)'(0) = Fiuos vo) #'(£0) + Fé(uos vo) D’ (60). 
EXEMPLE. — Soient Z une C*-nappe géométrique, et M, un point régulier de £ représenté par 
(D, F, (do vo). À tout (à, B)e R7\{0, 0)}, on associe : 
fast Lap > R? te (io + at, vo + Bt) 


où L,,8 € Ÿ’ (0) est un intervalle ouvert assez petit pour que f, $(7,g), qui est un intervalle ouvert 
{contenant (us, vo)) d’une droite de R?, soit inclus dans D. On obtient ainsi l'arc Yep de R? à 
support dans D, et l'arc Tg = Fe ,g tracé sur Z et passant par Mi, puisque (ue, vo) = fup(O). 
Comme feg(0) est non nul, l,f admet en M, la tangente : 


mo + R(aFu(uo, Vo) + BF, (Ho: Lo)) 


qui est ainsi une tangente à E en M,, et qui d’ailleurs engendre le plan tangent à Zen M, lorsque 
(a, ) décrit R?\{(0, 0)}. 

En particulier D, et Lo, sont des arcs tracés sur D qui passent par M, et admettent en Mo 
des tangentes respectivement dirigées par F/(uo, vo) et F{(u0, 2): on les appelle lignes coordonnées 
de passant par M, (elles dépeñdent du choix de la paramétrisation (D, F) de 2). 


Au passage, nous avons démontré une réciproque de la proposition I qui s’énonce ainsi : 


PROPOSITION IL — Soit M, un point régulier d'une nappe géométrique Z. A toute tangente Z à 
Z en M,, on peut associer un arc tracé sur Z qui admet ® pour tangente en M,. 


REMARQUE. — La proposition I s'applique, en particulier, dans le cas où le support de l'arc D 
tracé sur est un intervalle (d'intérieur non vide) d’une droite # contenue dans le support # de Z; 
ici F(T; Mi) est $, qui est ainsi contenue dans le plan tangent à £ en M4. 


3° Orientation du plan tangent à Z en M4. — Soient 
(D, F, (to vo)} et (A, G, (ko Ho)) 


deux représentants du point régulier M, de E, liés par G = F°8 avec 
8e Diff (A, D}; on note 8 = (p,W). On a: 


L= Qh(F, 0 8) + Vi. (Fy 08); 
G! = qu(Fa 00) + Vi.(Fs o 6) 
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On constate que la matrice jacobienne de 8 au point (As, 1) est la matrice de 
passage de la base 3, de T(E; M,) à la base Æ de T(E: M), avec: 


Br, = (Fi, vo), FU; vo); 
Bo = (Go; Ho), GA; Ho). 


Ces deux bases représentent donc la même orientation du plan tangent en M, 
à ZX si, et seulement si 8 e Diff, (A, D}. 


Dans le cas où Z est une nappe orientée cette condition est toujours 
remplie, et on dispose d’une orientation «intrinsèque » de & (E; Mi) (ie. 
représentée par #,, pour tout représentant (D, F,(uo, vo)}) de Mo). 

Dans le cas où 2 est une nappe orientable, on convient de qualifier de 
directe l'orientation de &(Z; M5) représentée par Æ,, où (D, F) est l’une 
quelconque des paramétrisations directes de Z. 


Cas où & est euclidien et orienté. — On dispose alors de la normale à X au 
point régulier M, d'image m,; c’est la droite affine T2, M) orthogonale 
en M, au plan tangent à l'en M4. On constate que (F, À Fi}(uo, vo) représente 
l'orientation de (2; M) qui concorde (au sens de 11.2.3.1,2°) avec 
lorientation de &(£; M.) représentée par 4... On peut d’ailleurs retrouver ce 
résultat en constatant que : 


Gun Gi = je(F4 0 0) À (F! 08), 


où je est le jacobien de 8. 


4° Une propriété caractéristique du plan tangent. — PROPOSITION. — Soient Z une nappe 
géométrique de €, et M, un point régulier de Z, d'image m,, de représentant (D, F,uo), où 
uw = (uv). Pour qu'un plan affine # de & soit le plan tangent & = &(E; M), il faut et il suffit que, 
en notant (u,v) = u, on ait, pour toute distance d de la norme : 


i) Au voisinage de u,, d{Flu), #) = o(|u — ul) a} 


— Comme au 1.2.2, 4° (proposition 1}, on montre que le choix de d est indifférent, et que l'on 
peut utiliser une distance euclidienne; on peut en outre supposer que la norme de R? est 
euclidienne, 

— Considérons un plan # = g (0), où g est une forme affine sur #, de partie linéaire 
Le E*\{0}. Nous pouvons nous limiter à g{mo) = 0, ie. mç €, sans quoi d'une part nous aurions 
 # 6, et d'autre part l'assertion i) serait fausse. 

La distance de meé à # étant proportionnelle à g(m), étudions : 


g(Ftu) = L.(F(u) — Fluo)) 
= J.(F(uo).(u — ue) + ofllu — u,|l) 


Posons : 
LFi(uo) = 4, LL Fi(uo) = b 
es u — u, = (pcos 8, p sin 6), avec p>0. 
Al vient : 
g(F{u)) = (a cos 4 + b sin 6)p + o(p) €) 


Si # = 6, alors (a, b) = (0, 0), et i) est vraie. 
Si ? Z €, alors a cos 8 + bsinÔ = c cos (8 — a), € # 0: il existe des restrictions de goF 
semblables à u + [lu — u||; i) est fausse. 
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3.1.3. Problèmes d'intersection 


1° Cas de deux nappes.— THÉORÈME. — Pour tout i € N, on désigne par 
Z, une C“-nappe géométrique de & (k > 1), par , le support de 3, par M, un 
point régulier de Z, et par ©, le plan tangent à Z, en M, On suppose que M, et 
M; ont une image commune m,, et que ©: N&: est une droite 
(contenant ms). 

Alors il existe deux sous-nappes plongées Z de £, et £, de £, dont les 
supports ont pour intersection le support d’un C“-arc géométrique plongé qui 
admet , pour tangente en son point d'image m.. 


Soit (m; à, j, k)un repère de # tel que k n’appartienne à la direction 
d'aucun des &; D’après le théorème I du 3.1.1, 2°, nous pouvons supposer 
(quitte à remplacer £, et Z, par des sous-nappes (plongées) convenablement 
choisies) que, pour tout ie N, Z, admet un paramétrage cartésien de la forme 
z = f(x, y), où f, est définie sur un ouvert W de R? contenant (0, 0), de classe 
C* et, naturellement, telle que f(0, 0) = 0. 

La projection € de #, n#, sur (m:i,j), parallèlement à Rk, admet 
l'équation h(x, y) = 0, où h = f, — f, est de classe C! sur W, telle que 
h(0, 0) = 0. Le plan tangent 8, admettant l'équation : 


z= x 6,0 + EC 0}, 


la condition &, # &, implique dh(0, 0) Æ ©. D’après 1.5.2, il existe donc un 
ouvert Ÿ du plan (m,;i, j) contenant m, tel que Ÿ n c soit le support d’un 
C'-arc géométrique plongé y dont la tangente en m4, d’équation : 


xh,(0, 0} + yh,(0, 0) = 0 
n'est autre que la projection de 2, sur (moi j). Soit : 
(Bt bo mo + EOÏ + n(0j) 


un représentant de y. 

En désignant par Z la sous-nappe de X, qui se projette en Ÿ” sur (mo; i, j), 
nous constatons que supp Z1 n supp 2: est le support du C'-arc géométrique 
T de & représenté par : 


tte mo + ÉOi + ni) + EE, nG)k) 
Fest plongé, de classe C*; on vérifie que sa tangente au point d'image m, est 
Do 


REMARQUE. — L'étude s'applique à l'intersection du support d’une C*-nappe et d'un plan non 
tangent (celui-ci pouvant être considéré comme le support d’une C®-nappe). 
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2° Position du support d’une nappe par rapport à un plan tangent. — Soient 
£ une C“-nappe géométrique de & de support # (k > 2), M, un point régulier 
de Z, d'image m, et &, le plan tangent à £ en M,. Choisissons un repère 
(nm: à j, k) tel que &, soit le plan (m, ; i, j) d’équation z = 0; k n’appartenant 
pas à la direction de #,, nous constatons que le théorème I du 3.1.1, 2° 
s’applique. Nous pouvons donc supposer (quitte à remplacer Z par une sous- 
nappe) que E admet un paramétrage cartésien de la forme z = f(x, y), où f est 
définie sur un voisinage W de R? contenant (0, O), de classe C#, et, cf. 3.1.2, 1° in 
fine, telle que : 


f(0,0)=0;  f(0,0=0; (0,0) = 0. 
Posons : 
f0,0) =7r, f(00)=s;  f:(0,0 =t 


Pour tout Àe R, nous désignons par , le plan (parallèle à &,) d’équation 
z=À; nous notons @, = # NP, et c; la projection de €, sur &,, 
parallèlement à Rk. 


D'où la discussion, que nous limitons au cas où la forme quadratique Y : 
En) ré? + 2sEn + tn? est non nulle (cf. III.8.3.3, 4°). 


1% Cas: ® est définie positive (resp. négative) ie. rt—s?>0 et r>0 
(resp. r < 0). — L'application f admet un minimum (resp. maximum) relatif 
strict en (0, 0). Au voisinage de m,, S est «au-dessus» (resp. «au-dessous ») du 
plan tangent 6,, et strictement si l’on excepte m,. Pour [A] assez petit, c;, et 
aussi (par translation) €, est localement homéomorphe à la courbe de R? 
d’équation : 


X2+Y2=X (resp. — X? — Y? = À), 
ainsi que nous l'avons montré au 1.5.3, 3° in fine. En particulier, pour À = ©, 


SP NE = {mo}. On dit que M, est un point elliptique de E, et que présente 
en mi, une disposition en ballon, (cf. fig. 44 ) (resp. fig. 45). 
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2° Cas : D est non dégénérée et non définie, ie. rt — s? < 0. — Ici f n’admet 
pas d’extremum en (0, 0). Au voisinage de m,, traverse le plan tangent G,; 
a, et aussi , est localement homéomorphe à la courbe de IR? d'équation 
X?— Y?= 3}. En particulier, 4 n%, est, au voisinage de m,. la réunion des 
supports de deux C*”!l-arcs plongés admettant des tangentes distinctes au 
point m; les directions de ces tangentes sont dites directions asymptotiques 
de 2 en M,. On dit que M, est un point hyperbolique de X, et que # présente 
en m, une disposition en col (fig. 46). Sur les figures 45 et 46, on a hachuré les 
régions correspondant à À < 0. 


3° Cas : D est dégénérée, ie. rt — s? =0. — On dit que M, est un point 
parabolique de £. Nous ne ferons aucune étude générale dans ce cas, qui se 
présente, en particulier, en tous les points non stationnaires d’une surface 
développable (3.2.3). 


REMARQUE. — Le choix du repère n'intervient qu'en apparence. À ütre d’exercice, le lecteur 
vérifera en effet que si (O’; F', j’,k’) est un repère dans lequel £ admet un paramétrage cartésien de 
la forme & = p{é, n} et si m, s'écrit O’ + ESi + nj + ok’, avec Lo = P(Éo No} alors : 


sen [p£itéo No). Prec No) — (PéntËo No)°] = sgn (rt — 5°). 


3° Intersection des supports de deux nappes au voisinage d'un point de 
contact. — Pour tout ie N,, on désigne par Z; une C*-nappe géométrique de 
&(k > 2), par #, le support de Z;, par M, un point régulier de E;. On suppose 
que M, et M, ont une image commune m, et qu’il existe un plan tangent 
commun &,, à Z, en M, et à 2, en M... 


Choisissons un repère (m,; i, j, k) tel que &, soit le plan (m,: i, j). Nous 
pouvons supposer (quitte à la remplacer par une sous-nappe) que £; admet un 
paramétrage z = f(x, y), où f, est défini sur un ouvert W de R? contenant 
(0, 0), de classe C*, telle que : 


ef, 


; ôf, 
êx 


(0, 0) = 0; (0,0) = 0 
dy 


Ji(0, 0) = 0; 


Nous constatons que S, n #, se projette sur (m,:i, j} parallèlement à Rk, 
suivant l'intersection de la nappe de représentant cartésien z = (f, — f,)(x. y) 


32.1 NOTIONS SUR LES NAPPES RÉGLÉES 155 


et de &, qui n’est autre que le plan tangent en m, à cette nappe. La discussion 
fait intervenir le signe de : 


8 = f:(0,0).f;:0,0) — (S (00), où f=f —f 


On déduit du 2° que, au voisinage de ms, Ÿ, mn, est en général : 

— si ô > 0: réduite à {mo}; 

— si 8 < 0: la réunion des supports de deux Ck-arcs géométriques 
plongés dont les tangentes au point d'image m, sont distinctes. 


3.2. NOTIONS SUR LES NAPPES RÉGLÉES 


È Les définitions et les résultats du 3.2 s'interprètent 
aisément en termes de nappes paramétrées réglées. 


3.2.1. Généralités; exemples 


1° DÉFINITION. — Une C*-nappe géométrique Z de & (k > 1), de support 
S, est dite réglée si, et seulement si elle admet une paramétrisation de la forme 
(1 x R,F), où I est un intervalle ouvert de R, et où F s'écrit : 


Go) + Fu, v) = f(u) + vg() (1) 
avec f: 1 — & et g: 1 — E\{0}, toutes deux de classe C*. 


Pour la paramétrisation (1 x R, F), les lignes coordonnées du point 
Mu, vo) de Z sont : 


— le Ck-arc géométrique G,, dont une paramétrisation est 
Ro + f(uo) + vg(uo)), 
et dont le support est une droite affine &, de &. Le support 4 deZ s’écrivant 
U &, on dit que (&).. et (G,).., sont des familles de génératrices (rectilignes) de 
9 ct Z respectivement ; 


— le Ck-arc géométrique C,, dont une paramétrisation est 


(un ft) + vogt); 


son support est noté @.. On dit que (@,)..n et (Chen sont des familles de 
directrices de # et E respectivement. 
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REMARQUES. — 4) Ayant arbitrairement choisi « : 1 — Ret B:/ — R\{0}, de classe C*, 
écrivons : 
ü — œ(u) 


B(u) 


et remarquons que (u, v) + (u, (0 — a(u))/B(u)) détermine un C*-difféomorphisme de F x R sur 
lui-même noté 07!. Il en résulte qu’une autre paramétrisation de la forme (1) de E est 
(XxR, F, = F8) avec: 


FR) = OO +nm@, où f=f+ag et gi =B6e 


Les lignes coordonnées pour la seconde paramétrisation étant notées Gj et C,, on constate que, 
pour tout uel, G, = G{ et donc #, = &;: les familles de génératrices n’ont pas changé 

b) Inversement, le lecteur pourra être amené, dans l'étude d’un cas particulier, à rechercher si, 
étant donné un Cf-arc tracé sur E dont le support rencontre toutes les génératrices #,, celui-ci 
peut être adopté (en jouant sur «) comme directrice (relative aux G,}. 


Fu v) = Qu) + a(u)g(u) + B(u)g(u) 


€) On peut (en jouant sur f), se ramener au cas où l'application {{gl| est constante. 


d} On peut avoir à rechercher des nappes réglées dont le support est de la forme []J 2, où 1 
uel 
est un intervalle de R et où les Z, sont des droites données de 4. Ce problème peut, bien sûr, ne 


pas avoir de solution (penser au cas où les ©, distinctes seraient en nombre fini). 


e Mu, v) désignant abréviativement le point de £ représenté par (1 x R, 
F, (u, v)), l'existence du plan tangent à 2 en Mu, v), qui sera discutée au 2°, 
équivaut à : 
rs (F,G v), Fi, v)) = 2 @) 
avec ici : 
Fu v) = J'{u) + vg(u) et Fi(ev) = gt). 


Il en résulte que, lorsqu'il existe, ce plan contient la génératrice &,. 
— Étudions d’abord quelques nappes réglées particulières. 


2° Nappé cylindrique. — C'est le cas où, dans (1), g prend ses valeurs (non 
nulles) dans une droite vectorielle fixe Rk, (k € E\{0}), ce qui (cf. remarque c) 
du 1°) permet de se ramener au cas où F s'écrit : (u, v) + f{u) + vk. est ici 
le cylindre dont Rk est une direction de génératrices, et dont toute &,,veR, 
est un ensemble directeur (relatif à Rk). 

Pour tout u e I, g(u} et g'(u) sont colinéaires à k, et (2} se traduit par : f'(u) 
n'est pas colinéaire à k. Si cette condition est remplie par & € I, alors, pour 
tout v, on dispose du plan tangent à Z en Mu, v), et celui-ci est 
Ga + Rf'(Wo); il est déterminé par &, et par la tangente à l’une quelconque 
des directrices, C, par exemple au point M(uo, 0); il est invariant lorsque, # 
étant fixé, v parcourt R, ce que l’on exprime, par abus de langage, en disant que 
le plan tangent à une nappe cylindrique est le même en tous les points d'une 
génératrice. 


ExemPLe — La C®-nappe géométrique Y de R° représentée par (R2, F), avec : 
F:{u0 EEE.) 
0) Di — 0 
ut+1 u+1 
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Fic. 47. 


est cylindrique : & est le cylindre de direction de génératrices Rk, dont une base est une strophoïde 
droite du plan (0; i, j} En remarquant que F{u’, v’}= Fu, v) exige v' = v, on montre que les 
seuls points d'ordre géométrique 2 de 4 sont ceux de la droite O + Rk. Tout point m, de 
coordonnées (0, 0, v,) est l'image de deux points M(— 1, vs) et M(1, vo) de Æ en lesquels les plans 
tangents admettent les équations respectives y + x = Ô et y — x = 0. 


K 


Ÿ 
FIG. 48. 


REMARQUE. — Pour que la C'-nappe réglée Z déterminée par (1) soit cylindrique il faut et il 
suffit que, pour tout ue I, g'(u) soit colinéaire à g(u). Cette condition est évidemment nécessaire. 
Inversement, si elle est remplie, il existe @ : ? — IR telle que : 

Vuel,  g'(u) — qtu)g(u) = 0. G) 


En utilisant une projection, on constate que p est de classe C*!, et donc continue. En raisonnant 
comme en IV.5.1.4, 1°, on déduit de (3): 


Vuel gt) = (csv (F (10) a) 


où ue est arbitrairement choisi, et où k = g{uo). CO 


3° Nappe conique. — C’est le cas où, dans (1) l'application f est constante, 
c'est-à-dire le cas où F s'écrit : {u,v) > O + vg(u). 

S est ici le cône dont O est un sommet et dont toute ®,., v, € R\{0}, est un 
ensembie directeur (relatif à O), 
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Pour tout uel, on a f'{u) = 0, et (2) s'écrit : 


rg (vg'(u), g(&)) = 2. 


Pour tout ue 1, le point M(u, 0) de Z, d'image ©, est stationnaire. Pour v # 0, 
Mu v) est régulier si, et seulement si g'{u,) n’est pas colinéaire à g(uç), qui est 
non nul; on dispose alors du plan tangent à Z en Mu, v}) qui s'écrit 
&,, + Rg'(uo): il est déterminé par &,, et, par exemple, par la tangente à la 
directrice C, au point M{u,, 1); il est invariant lorsque, , étant fixé, v décrit 
R\{0} : on dit que le plan tangent à une surface conique est le même en tous les 
points (distincts du sommet) d’une génératrice. 


REMARQUE. — Les notations étant celles de la définition du 1°, les génératrices &, ont un 
point commun si, et seulement s’il existe une application œ (nécessairement de classe C*) de J dans 
R telle que l'application f + ag soit constante. 

Vérification laissée au lecteur. 


4° Nappes doublement réglées. — EXF*:PLE 1. — & étant rapporté à (O; i, j, k), le paraboloïde 
hyperbolique # d'équation cartésienne xy = az, (a # 0), est le support de la C®-nappe 
géométrique plongée £ qui admet les deux paramétrisations du type (1) (R?, F) et (R, G), avec : 


Fu, v) = 0 + ui + ofj + ua ‘ki 
GA, u} = 0 + àj + ui + ka tk) 


la C®-équivalence des nappes paramétrées (IR?, F} et (R2, G) tenant à ce que l'on a G = F 0 0, avec 
O(, u} = (u, À) ce qui entraîne 8e Din® (R?, R?). 

Les deux paramétrisations fournissent chacune une famille de génératrices de #, que l’on note 
(Gen et (Pilier On vérifie : 

«) Deux génératrices d'une même famille sont non coplanaires (pour u # u', 4, et ,, ont des 
directions distinctes et sont incluses dans les plans parallèles distincts x = # et x = uw). 

B) Deux génératrices de familles différentes sont coplanaires et distinctes (#, et &; ont en 
commun l'unique point (4, À, alu); 

y) Par tout point de S passe une génératrice de chaque famille (unique d'après a) (le point 
(x, », a? xy} appartient à #, et à #,). 


I] va de soi que le plan rangent à © au point Mu, v) = M'(, hi), avec u = pet v = À est le 
plan déterminé par 4, et #1. 
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EXEMPLE IL — & euclidien étant rapporté à (0: i, j, k) orthonormal, l'hyperboloïde à une 
nappe $ d'équation cartésienne : 


xtfa? + y'fb? — z?jc? — 1 20, (abc 40) 
est le support de la C-nappe paramétrique Z qui admet les deux paramétrisations du type (1), 
(R?,F) et (R?, G), avec : 
F(u,v) = O + acosu — » sin u)i + b(sin u + vcos u)j + evk 
GG, H} = O + a(cos À + y sin ÀJi + b(sin À — y cos 4)j + cuk, 


la C®-équivalence des nappes paramétrées (R?, F} et (R?, G) tenant à ce que G = F 0 8, avec 8: 
Au) A —2Arctg pu), ce qui entraîne 0e Diff®(R?, R?). 

On notera qu'ici est immergée, mais non plongée; tout point de 4 est en effet d'ordre 
géométrique 1, mais de multiplicité infinie, Mu,v) et Mu + 2kn,v) [resp M'(A u) et 
M'A + 2kn, u)] étant confondus pour tout k e Z; on peut, naturellement, obtenir des sous-nappes 
plongées de Y en ne faisant varier u {resp. À) que dans un intervalle ouvert d'amplitude inférieure à 
27. 

Chaque paramétrisation fournit une famille de génératrices de $; on note ces familles 
(Suuero, 2ar Et (Faaero2ar On vérifie que &, est symétrique de &, par rapport au plan (O, i, j) et que 
si À — u] = n, alors 4 est symétrique de #, par rapport à O. On termine l'étude comme dans le 
cas du paraboloïde hyperbolique. 


3.2.2. Plans tangents à une nappe réglée 
en les points d’une génératrice 


Étant donnée la C*-nappe réglée Z définie au 3.2.1,1°, nous nous 
proposons de discuter pour u, € I donné etv décrivant R, l'existence du plan 
tangent à Z au point M,(u,, v} de la génératrice G,,, existence qui, rappelons-le, 
équivaut à : 

r8 (Jo) + 8 (uo), 8(o)) = 2. @ 


Lorsqu'il existe, le plan tangent appartient à l'ensemble #,, (faisceau 
linéaire) des plans de & qui contiennent la génératrice &, de #. Nous 
munissons 7, de la topologie induite par celle de la grassmanienne d'ordre 2 
de &n 1.14), où Qe&, est arbitrairement choisi. 

Rappelons : g(uc) # 0. 


e 1% Cas : (fo), wo), glud)) est une base, &,, de E. Pour tout veR, 
CC; Mu, v)) existe, et admet Y = vX pour équation dans le repère (Q; 8.) 
de &. Soit æ,, le plan &,, + Rg'(u5) d’équation X = 0. On constate que 
v + 8(E; Mu, v}} est une bijection de R sur #,\{#,} et que 
#4, = lim &(; M(uo, v)). 


# vu + œ@ 
A tout Oeéë, associons la nappe conique asymptotique Zo deZ dont une 


paramétrisation est (1 x Rj(u, v}) ++ O + vg{u ); son support S est un cône 
de sommet ©. Nous constatons que, pour tout u, € I, les génératrices G, et L,, 
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de X et de ZE, ont des supports parallèles &, et Z, et que le plan 7, est 
parallèle au plan tangent à £ç en les points de G, (autres que le sommet); nous 
dirons que æ,, est le plan asymptotique de 2, relatif à la génératrice G,. 


Point central; ligne de striction. — Supposons en outre que & est euclidien. Il existe alors un 
unique point de la génératrice G, "en lequel le plan tangent à Z est perpendiculaire au plan 
asymptotique #,, : on l'appelle point central de G,, ; quand u, parcourt I, il engendre un arc tracé 
sur X, qui est dit ligne de striction relative à la famille de génératrices (G,),.r 


EXEMPLE : NAPPES CONOÏDES. — C'est le cas où, avec les notations de 3.21,1°, la 
paramétrisation (1 X IR,(u, v) + f{u) + vgu)} est telle que l’arc C, représenté par (1, f) ait un 
support inclus dans une droite affine Z {mais non réduit à un point), et que g prenne ses valeurs 
dans un plan vectoriel P qui ne contient pas la direction de 2. 

Notons que g’ prend aussi ses valeurs dans P et exceptons le cas où g'{u) serait colinéaire à 
£(u) pour tout u e J (E serait une nappe plane). Pour tout u, € 1, (f'(uo), &'o), guo)) est ainsi — en 
général — une base de E ; ici le plan asymptotique &,, est le plan de direction P qui contient #, ; 
le cône #9 est inclus dans un plan de direction P. 


REMARQUES. — 4) La nappe réglée Z dont le support est le paraboloïde hyperbolique 
d'équation xy = az est doublement conoïde, Les génératrices #, et #} sont respectivement 
parallèles aux plans directeurs et #' d'équations x = Oet y = 0; les plans asymptotiques #, et 

; relatifs à G, et à G; admettent les équations x=u et y=À (fig 50}; 4, est 
 U#'X0 + Rk). 

b} Reprenons l'hyperboloïde à une nappe d'équation x?/a?+ y?/b? 7?/e?1=0, de centre 
0: So est le cône d’équation x?/a? + y2/b? — z?/c? = O. Le plan déterminé par les génératrices 
parallèles , et &,,, , est asymptotique relativement à G, et aussi à G;,,,; il est tangent à 4, en les 
points (autres que O) de la génératrice L, (fig. 51). On dit ici que la nappe conique Z est asymptoteà. 


æ 


FIG. 51. 


e 2° Cas: g'(u0) est colinéaire à g(us), f'{ud) ne lest pas. 
En tout point de G,, £ admet le même plan tangent &,, + Rf'(uo), (cf. 
nappes cylindriques). 


e 3°Cas : g'(uo) est non colinéaire à g(uo), et f'{ud) e Vect (g(40), g'(o)). 
Une figure (laissée au lecteur) montre que Fi{u, v) = f'(us) + vg'(u,) n’est 
colinéaire à g{u,) que pour une valeur unique de », notée v,: Mu, v,) est un 
point stationnaire de Z qui est dit point caractéristique de G, ; en tout point de 
G,, distinct de Mu, vo), Z admet le même plan tangent &, + Rg(us), (cf 
nappes coniques)}. 
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e 4° Cas: f'(u) et g'(u,) sont colinéaires à g(uc). 
Tous les points de G,, sont stationnaires. 


REMARQUE. — La nature « géométrique » des résultats de la discussion montre qu'ils se 
retrouveraient après un changement de paramétrisation conservant les génératrices G,; la 
remarque a) du 3.2.,1° permet de retrouver cette invariance, 


3.2.3. Nappes développables 


1° DÉFINITION. — Une C*-nappe réglée Z est dite développable si, et seulement si, pour tout 
couple (M, M') de points réguliers distincts appartenant à une même génératrice, les plans tangents à 
Z en M et M' sont confondus. 


Cest ainsi qu’une nappe conique (resp. cylindrique) est déveluppable, mais qu’une des nappes 
doublement réglées étudiées au 3.2.1, 4° n'est pas développable. 

Une nappe dont le support est contenu dans un plan est développable. 

L'étude du 3.2.2 fournit : 


PROPOSITION. — Soit la C*-nappe réglée Z représentée par (1 x R, F), où 
F(u, 2) = fu) + vla) 


avec f : 1 — &etg:1 — E\{0} de classe C*, Alors Z est développable si, et seulement si, pour 
tout ue 1, (f'(u), g(u), g'(u)) est un système lié. 


Nous avons vu (1.6.3, 1°) qu'il s’agit là d’une condition nécessaire pour que la famille de 
droites (f{u) + Rg(u)),- ; admette une enveloppe; l'étude qui suit est donc intimement liée à celle 
du 1.6.3, à laquelle le lecteur se rapportera. 


2° Développable des tangentes à un arc. — Soit L'un C#-arc géométrique régulier de #(k > 2). 
On constate que, quel que soit le représentant (1, f) de F, la nappe paramétrée : 


UXR, F:(uv) + f{u) + of'(u)) 


représente une même nappe géométrique réglée £. On a, pour tout uel: 


LG #0: re) 8) e@) = re (JG), JO) & 2 


La nappe Æ est donc développable, et T est tracée sur Z. 

— Pour tout el, la génératricæ Es = Lo) + RF(uo) de # = supp Z est la tangente à T 
au point représenté par (J, f #) que nous avons identifié au point M(uo,0) de E, T est ainsi 
Penveloppe de la famille de droites (4,),e 

— Le point M{w, v) de Z est régulier si, et seulement si : rg (f"{u), f'{u)) = 2. Il en résulte 
que Fest un arc de points stationnaires de Z, et que, pour v # 0, le point Mu. v) de E est régulier 
si, et seulement si le point M{u,, 0) de L est bi-régulier, et alors le plan tangent à ZX en Mus, v} est le 
plan osculateur à Len Muo, 0) 

— Considérons maintenant l’un quelconque, €, des arcs géométriques de # tracés sur E et 
passant par Mu, 0}. Soit (J, h}, avec hr) = F(u(t), v(t)) et u(to) = uo, (ro) = 0, un représentant 
de C. Compte tenu de o(t,) = 0, on a: 


Ko) = Geo) + dt) (u(to)),  (Futo) = F'Uo). 


Considéré comme point de €, Mu, 0} est ainsi régulier si, et seulement si #6) + v'(to) # 0, ce 
qui a lieu en général; C admet alors, comme F, &,_ pour tangente en M{uç, 0). Dans le cas où 
w{£o) + v'(fo) = 0, le lecteur constatera en calculant h"(r,) qu'en général € admet au point 
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stationnaire M{u,, 0) une tangente incluse dans le plan osculateur à Ten M{uo, 0), dans la mesure, 
naturellement où celui-ci existe, 

La première partie conduit à dire que E£ est la développable des tangentes à 1’, la seconde à dire 
que T est l’arête de rebroussement de Z. 


3° Étude d'une réciproque. — Reprenons la nappe géométrique réglée E de la proposition du 
1°, en éliminant tout d’abord le cas où g’(u) est colinéaire à g(u) pour tout ue I (£ est alors une 
nappe cylindrique). 

Limitons-nous même au cas où g'(u) n'est colinéaire à g{u) pour aucun ue I. Cette hypothèse 
implique (d’après rg (f'(u), g'{u)}, g(u)) < 2) : 


Vuel f'(uje Vect(g'(u), g(u), (qui est un plan de E). 


Il existe donc deux applications @ et 4 de J dans R telles que f” = og + Wÿg'; en utilisant des 
projections on constate qu’elles sont de classe C*7!. 

Pour u, € 1 donné, le point M{u,, v} de E n'est stationnaire que si = — W{u,), ce qui conduit 
à introduire le C*-'-arc géométrique M; tracé sur X, et représenté par (1,f,) avec 
fit) = f(u) — v(u)g(). On calcule : 


fit) = (oGA — W'(u)}aiu). 


Éliminons le cas où g = W” (alors, d’après une remarque du 3.2.1, 2°, la nappe X est conique). 
Supposons même (ce qui est une hypothèse plus forte que @ # W'}que @ — W” ne prend pas la valeur 
0. L’arc F, est alors régulier. En remarquant que : 


Flu) = Qu + QUE 


et en utilisant le C*72? difféomorphisme de 1 x R sur lui-même 


Yu) +v ) 
(a) — W'(u) 

nous constatons que les nappes paramétrées © = (1 x R,F) et o, =(1 x RF,), avec 
Fu) = fi.) + ufi() sont C*7?-équivalentes. Or la nappe Z, représentée par ©, est la 
développable des tangentes de .. 


L'identification de £ et À, est assurée si £ est de classe C ” ; sinon elle n'est possible qu’ «aux 
classes de différentiabilité près ». De toute façon, on dit que F; est l'arête de rebroussement de E. 


Ju 


Gr) (2 


EXEMPLE. — Étude de la C®-nappe réglée 2 définie par (1 x R,F} avec: 
F(u,v) = © + p(uhi + q(u)j + v(a(uji + b(u)j + k) 


où a, b, p, g sont des applications de classe C® de l'intervalle réel 1 dans R. lei la directrice C, 
représentée par (1,u t—+ © + p{u)i + q{w)j) a son support inclus dans le plan (O;i,j), et la 
génératrice %, admet le système d'équations cartésiennes : 


Ge = afu)z + plu) À (y = blu)z + q(u)) 


Z est développable si, et seulement si (Q désignant l’application nulle de { dans R): 


p' a a 
gb b|=0,ie. ag — b'p =0 
0 0 1 


Supposons que cette condition est remplie, et qu'en outre a’, b'} ne prend pas la valeur (0, 0), 
ce qui garantit que g/(#) n’est jamais colinéaire à g(u). Ici @ = 0, et y est déterminé par : 


Vuer  (y@) = p'{u)/a'(u)) v (WG) = g'(u)/b'(u)) 
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L'arête de rebroussement l, admet la paramétrisation (1,f,), avec : 
fit = O0 + plu + q( — (aQi + b(U)j + K). 


De: fi(u) = — W'{u)(a(u}i + b(u)j + k), on déduit que, si y’ ne prend pas la valeur 0, alors F, 
est l'enveloppe de la famille de droites (#,),-7, d'autre part Z est la développable des tangentes 
de T;. 


3.3. SOUS-VARIÉTÉS. COURBES ET SURFACES 


L'objet du 3.3, est de préciser les notions intuitives de 
«courbes de #, ou de #, » et de «surfaces de #,». En 
particulier nous étudierons les «surfaces de #, définies 
implicitement » généralisant ainsi le sous-chapitre 1.5. 
Les démonstrations pourront être réservées à une seconde 
lecture. 


3.3.1. Notions sur les sous-variétés de &, 


Nous allons généraliser la notion d'arc plongé de &, (resp. de nappe 
plongée de #:). 

Nous considérons dans tout le chapitre un espace affine (#,E) de 
dimension finie ñn > 0, dans lequel a été choisi un repère (0 ; e), ce qui peut 
permettre d'identifier & et R’; k est un élément de N* U {+ ©}, p est un 
entier tel que 1<p<n. 


Les parties données de &, et les ouverts donnés de R? seront considérés 
comme non vides. 


1° DÉFINITION I. — On dit qu'une partie # de l'espace affine & en est une 
sous-variété de dimension p et de classe CF si, et seulement si pour tout a € est 
vérifiée Fassertion : 


i,) Il existe un plongement de classe C* d’un ouvert de R? dans & dont 
Fimage est un voisinage ouvert de a dans 7 (ie. l'intersection de # et d’un ouvert 
de € contenant a). 

SiF:U — & est un tel plongement, on dit que le couple (U, F) est une 
paramétrisation locale de en a. 


L’assertion i,) s’explicite ainsi : il existe un ouvert U de KP, une application 
F: U — € de classe C*, et un ouvert Ÿ de & contenant a tels que : 


e En tout point de U, F est de rang p; 
eF(U)=# NY,et F induit un homéomorphisme de U sur # NY. 
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REMARQUES. — a) On peut toujours se ramener au cas de paramétrisations locales définies 
sur des domaines, ce que nous ferons systèmatiquement par la suite. 


b} L'image d’un plongement d’un domaine de R° dans & est une sous-variété connexe de # 
qui est dite plongée. Il en est ainsi pour l’image de toute paramétrisation locale d’une sous-variété #. 


ec) Toute partie ouverte (et non vide) d’une sous-variété # de & est une sous-variété de &, de 
même dimension et de même classe que #. 


d) Si $ est une sous-variéié d’un sous-espace affine de #, alors est une sous-variété de #, 
de même dimension et de même classe. 
Les vérifications de c) et d) sont laissées au lecteur. 


e} S'il existe un point ae tel que i, soit vérifiée, on dit seulement que # est une sous-variété 
de & au voisinage de a. 


CAS PARTICULIER. — Une sous-variété de &, de dimension 1 (resp. 2; resp. 
n — 1} est dite courbe (?} (resp. surface; resp. hypersurface). Retenons : 


DÉFINITION IL. — On appelle courbe de classe C* de &, toute partie 7 de €, 
telle que tout point a €  admette dans # un voisinage ouvert dont l'intersection 
avec & soit le support d’un C‘-arc géométrique plongé de #,. 

On appelle surface de classe C“ de #; toute partie de &; telle que tout 
point a €  admette dans € un voisinage ouvert dont l'intersection avec 4 soit le 
support d’une C*-nappe géométrique plongée de #3. 

On a immédiatement : 


PROPOSITION, — Le support d’un C*-arc paramétré plongé (2) de &, (resp. 
d’une C-nappe paramétrée plongée de #:) est une courbe (resp. une surface) 
plongée de classe C*. 


REMARQUES. — a) F peut être une immersion injective d’un ouvert U de RP dans € sans que 
F(U) soit une sous-variété de &. 
Reprenons l’exemple de la lemniscate y = (R, F) de & = R? (1.2.1, 1°), avec 


FO = (+ D, #7 + D). 


Pour tout disque ouvert # = (O,r} de R? de rayon r > Q assez petit, on constate que 
F!{(supp y n #) est la réunion de trois intervalles ouverts deux à deux disjoints de R (un contient 
0, les autres sont de la forme } — 00, — c{ et ]c, + cf). =] 
b) La réunion de deux sous-variétés disjointes de dimension p de &, n'est pas nécessairement une 
sous-variété de dimension p de &. 

Dans l'exemple précédent, les supports #; des arcs y; = (4; FIL), où 1, = ]—1,1[ et 
13 = 11, + œ[ sont des courbes de R?, mais 4, L#, n'en est pas une, bien que 
PinP;= © 


€) U serait plus correct de préciser : sous-variété courbe (resp. sous-variété surface; resp. 
sous-variété hypersurface). 


{2} A condition qu'il soit défini sur un intervalle ouvert. 
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2° Proposirion, — Une partie de & en est une sous-variété de dimension 
p et de classe C* si, et seulement si, pour tout ae est vérifiée Passertion : 


üi,) Il existe une permutation des vecteurs de e, un ouvert P de R° et une 
application (p,:1,...,p,): V — R"77, de classe C*, tels que l'application : 


» ” 

DV re  (x..,x) mO+TExe+ Y pxs...,x), (1) 
i=i J=p+1 

ait pour image un voisinage ouvert de a dans (ie. l'intersection de Z et d'un 

ouvert de & contenant a). 


Si ü,) est vérifiée, le couple (V, ®) est une paramétrisation locale de en a, 
qui est qualifiée de cartésienne. 


Preuve dei, = ii, — Par hypothèse pour tout ae # il existe un plongement F de classe C* 
d'un ouvert U de R? dans # tels que F(U) soit un ouvert de 4 contenant a; F peut s'écrire : 


” 
Vu=(u,...u)eU Flu) = 0 + Y fituk, 
d=1 
où les f;: U — R sont de classe C*. 


Soit u, = F7'(a). F étant de rang p au point uy, nous pouvons supposer, moyennant une 
permutation des vecteurs de e, que : 


DC... f) 
Du;,....u,) 


(o) À 0 


Au voisinage de u, nous pouvons ainsi appliquer le théorème d'inversion locale à : 
Ps} Un Rubi = fiu,...,x,= fu). 


Il existe un ouvert U’ de RP, tel que fus} & UV’ € U, un ouvert V de R° et un me Diffé(U", F) 
coïncidant avec (/,, .....f,) sur U”. L'application ® = (F|U') o w! de V dans € s'écrit (1) avec : 


VeNAN,  ofxse.nx) = fm ls... x) 


Elle est de classe C', D'autre part ®(F), qui est l'image par F de l'ouvert U’ de U, contient 
a = Fu) et (puisque F est un plongement) est un ouvert de F(U), qui est lui-même un ouvert de 
S#; D(V) est donc un ouvert de contenant a. O 


Preuve de üi, =i,. — Par hypothèse, pour tout ae #, ii.) est vérifiée. L'application @ qui y 
intervient est visiblement de classe C“ Il suffit de montrer qu’il s'agit d’un plongement. 
Au point (x,,...,x,)e V, la matrice jacobienne de ® est de la forme : 


[772 
ce qui montre qu’elle est de rang p: ® est donc une immersion. 
D'autre part (x, ...,x,) = D(x:,...,x,) exige x = x1,...,x, = x, et ® est une 


injection ; soit ® la bijection, évidemment continue, de V sur ®(Ÿ) induite par cette injection ; ® 7! 
est continue car elle coïncide sur D(1) avec l'application continue & — IR? qui à tout point de & 
associe le p-uplet de ses p premières coordonnées dans le repère (0; e). DO 
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e Sous-variétés cartésiennes. — COROLLAIRE Î ET DÉFINITION. — Soit une 
partie de & à laquelle on peut associer un repère {O, e) de &, un ouvert V de R?, 
peN,, et une application D : V — & de la forme : 


p ñ 
Gas. x)R O+Y xe+ X pitt... x)e; 
izi j=p+i 

où les @,: V — R sont de classe C*, et ceci de façon que 3 = ®(V). Alors 
est une sous-variété plongée de #, de dimension p et de classe C*. On dit que 7 
est une sous-variété cartésienne de &. 

On utilise une variante de la preuve de ii, = i,. CO 

e Une variante de la preuve de ü, = i, et le corollaire } fournissent : 


CoROLLAIRE IL. — Soient U un ouvert de R?, peN,, F une application de 
classe C* de U dans & et u, EU un point régulier de F (ie. tel que dF(uo) soit 
de rang p). Alors il existe un ouvert U’ de R? tel que {u, } « U'& U et que 
= F(U') soit une sous-variété cartésienne de #, de dimension p et de classe C*. 

Naturellement $ = F{U) n'est pas nécessairement une sous-variété de # (même si F est une 


immersion injective) et 4’ n’est pas nécessairement un ouvert de $ (cf. le cas où S est le lemniscate 
du 1.2.2, 1° et où u, est le point (0, 0) de U = R!). 


REMARQUE. — Nous n'avons fait qu'étendre et affiner des démonstrations déjà données au 
1.2.1, dans le cas des arcs géométriques et au 3.1./ dans le cas des nappes géométriques. 


3° Deux autres définitions d'une sous-variété. — Elles résultent de : 


Proposition. — Une partie de & en est une sous-variété de dimension p 
et de classe C* si, et seulement si, pour tout a € & est vérifiée l’une des deux 
assertions suivantes, qui sont équivalentes : 

iü,) Il existe un ouvert #° de € contenant a, et une application 
JL = (frsn..., f,) de W° dans R°77, de classe C* sur # et de rang n — p au 
point a, tels que : 


#NwW = f" "0, (0 désigne ici Op-1); 


iv.) I existe un ouvert Q de # contenant a et un C“-difféomorphisme x de 
Q sur un ouvert (’ de R” tels que : 


PNA = 'UR? x {0} n 0) 


Reprenant les notations du 1°, il s'agit de prouver que, pour toute partie de & et pour tout 
point a de &, les implications suivantes sont vraies : 
mis mi Mi 
Preuve de ii, = üi,. — Par hypothèse ii, est vraie, On note ®(W) = # n%, où # est un 


ouvert de & contenant a. On considère : 
" 
Y=fm=0+Y xeedlx,, ...,x)e V} 
i=1 


qui est un ouvert de & contenant ®(W). On constate que W° = # n Ÿ est un ouvert de # tel que 
FOW = ®(). 
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On dispose de l'application f = (f,:1, ...,f): #° — R°°? définie par : 
VeNN, Nmew fn) = x; — pifxi, -..,x,); 


f{ est de classe C*. Sa matrice jacobienne au point me #, de la forme : 


[Zt-1] 


est de rang n — p; f est donc une submersion de classe C*. 
On constate enfin que f71(0) est D(P), c'est-à dire # n W. CO 


Preuve de ii, = iv, — Par hypothèse iii, est vraie. Rappelons que # a été muni d'un repère 

(O;e); soient (a,, ...,a,) les coordonnées de 4 dans ce repère, et (x,,...,x,) celles de m. 
L'application d'un ouvert #7” de R" dans R"? canoniquement associée à l’application 
pin 9.) de #° dans R°7F, qui est abusivement notée (f,.,, ...,f,) est de classe C'et de rang 
p au point a, ce qui permet de supposer, moyennant une permutation des vecteurs de e que : 
Dour ef) 


Mr: (a) # 0. 
PRET LAS 


On dispose de l'application de classe C* : 
VIH Roms xp foin), fn) 
Relativement à la base e, la matrice jacobienne de 4 au point a, de la forme 


Fe D A 
CZ , avec  det M = MEN) (a), 
7 F Den ee) 
) 
est carrée inversible. Le théorème d’inversion locale s'applique à w en a. Il existe un ouvert Q de #, 
tel que {a} € Q € #, un ouvert Q de R" et un me Diff“(Q, Q') coïncidant avec y sur Q. 


On a: PAG = {meQ!/f(m) = 0} — m '(R x {0} n D). CO 
Preuve de iv, = i, — Par hypothèse iv, est vraie. On considère l'application 
où RP OR (x..,x) (x... xn 0, ..., 0) 


qui induit un C®-difféomorphisme de RF sur o(R”) = R7 x {0}. Ainsi l’image réciproque de 
R? x {0} nAQ par cette application est un ouvert F de R?. L'application D: F - & 
u + ©! (o{u)) a pour image # n Q. Elle est de classe CŸ et de rang p en tout point de V car & 
est de rang p et ©! est un difféomorphisme. 

D'autre part ® est un plongement. En effet elle est injective car : 


Lo” '(o{u) = m7 "(o(u'}] < [o(u) = o(w)], ie. [u = uw] 


D'autre part elle induit un homéomorphisme (l'application réciproque s’obtenant par ®, suivi 
de (x, ...,x,0,...,0) x, ...,x,). 


e Dans ia pratique, on utilise surtout le corollaire suivant : 


CoroïLaAiRE, — Soient p un entier tel que 1<p<n, et f =(f,,,, ..., f) 
une application de classe C“{k > 1) d’un ouvert #° de & dans R"77. On note : 


S=/f "0)et 7 = Sn Q, où Q est l’ensemble des points de #° en lesquels 
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f est régulière (ie. de rang n — p). Alors # est un ouvert de S, et, s’il n’est pas 
vide, 4 est une sous-variété de #, de dimensions p et de classe C#. 


D'après IIL.8.1.7, 3°, Q est un ouvert de #° et, # étant un ouvert de &, {2 est un ouvert de 
&, ce qui entraîne que # est un ouvert de S. 
Reste à constater que ill, est vérifiée en tout ae#. O0 


Il arrive que l’on n'ait à utiliser que : 


CoROLLAIRE. — $ est une sous-variété de # au voisinage de chacun de ses 
points réguliers pour f. 


x 
Dans la pratique, on utilise S= {\ fj; ‘{0) et: j est régulière en ae W” si, et seulement si 
Jep+i 
le système des formes linéaires (d/{@)}, <<, est de rang n —p. 


Notons que si # est euclidien, l'indépendance des df;{a) équivaut à celle des gradients des , 
au point a. 


EXEMPLES, — a) Les « courbes planes sans point singulier » au sens du 1.5 sont des courbes 
au sens du présent 3.3. 


b) On obtient un grand nombre de courbes de #, (resp. de surfaces de #,): 


— soit comme supports d'arcs plongés (resp. de nappes plongées); 

— soit par application du corollaire précédent avec n — p = 1 (on a une équation f(m) = 0; 
il faut vérifier que df ne s’annule pas). 

C'est ainsi que les sphères, les tores à collier, les principales quadriques (ellipsoïdes, 
hyperboloïdes, paraboloïdes) sont des surfaces de #3. 

c) On obtient un grand nombre de courbes de #,: 

— soit comme support d'arcs plongés; 


— soit comme application du corollaire précédent avec # — p = 2 {on a une équation : 
(f{m) = 0) À (g(m) = 0}; il faut vérifier que (df{m), dg(m)} reste de rang 2). 


4° Changement de paramétrisation locale; orientation locale. — Soient 
une sous-variété de dimension p et de classe C* de &, a un point de #, et (U, F) 
une paramétrisation locale de # en a. 

a) Pour tout C“-difféomorphisme @ de U sur un ouvert V de R, 
(V,F o@°!} est visiblement une seconde paramétrisation locale de # en 4. 

b} Inversement soit (V, G} l’une quelconque des paramétrisations locales 
de # en a. Il existe des domaines U' & U et F' © V tels que F|U' et GIF 
soient des plongements de même image #', avec {ac Se; ces 
plongements induisent des homéomorphismes, notés F et G, de U’et sur #’ 
et, en étendant la démonstration du théorème II du 3.1.1, 2°, on constate que 
8=F 106 est un C“.difféomorphisme de V' sur U' et que 
GIF = (F|U) 08. Comme P” est connexe, on a soit 8 e Diff“ (, U'}, soit 
8 e Diff (F, U'}; sejon le cas on dit que (U, F) et (F, G) définissent la même 
orientation locale ou des orientations locales différentes de # en a (et d’ailleurs 
en tout point de #7), 

En particulier (U, F) et (g{(U), F » p”!), où est la bijection définie sur U 
et consistant à transposer les deux premières coordonnées (p > 2), définissent 
des orientations locales différentes. 
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3.3.2. Sous-espaces tangents à une sous-variété 


Soient une sous-variété de #, de dimension p et de classe C*, et aun 
point de #. 


1° DÉFINITION. — Un vecteur x de E est dit tangent en a à si et 
seulement s’il existe un arc paramétré (1, f) où Z est un intervalle ouvert de R et 
f':1- € une application de classe C', enfin un point t, de J tels que : 

i JO) < #, ce qui traduit que le support de l'arc est inclus dans la sous- 
variété ; 


ii) f(to) = a et f'(to) = x. 


Lorsque x est non nul nous disposons au point a de la tangente à l'arc 
paramétré (1, f) et si x est tangent en a à &, la droite affine a + Rx, qui est la 
tangente à l’arc au point a, est dite tangente à S au point a. 


REMARQUES. — a) Tout arc paramêtré (J, g), C'-équivalent à {{, f) convient pour vérifier la 
définition. 


b) Dans le cas d'une surface de #;, le lecteur notera que i) est une propriété d’inclusion du 
support de l'arc dans #, situation moins restrictive que celle observée en 3.1.2, 2°. 


2° THÉORÈME. — L'ensemble des vecteurs de E tangents en a à # constitue 
dans E un sous-espace vectoriel de dimension p appelé sous-espace vectoriel 
tangent en a à %, et noté T(#:;a); le sous-espace affine 
©(S;a) = a + T(S; a) est dit sous-espace tangent en a à #. 


Nous utilisons la définition iv) 4 d’une sous-variété (3.3.1. 3°) : il existe un 
ouvert ( de & contenant a et un C'-difféomorphisme & de Q sur un ouvert © 
de R” tel que : 


PnQ= mm 'UR x {Om} N À) 


Posons b = &(a). 

— SoitxeE, tangent en a à . Utilisant les notations de la définition du 
1°, la continuité de f en t, prouve l'existence d’un intervalle ouvert J inclus dans 
1, contenant t,, tel que f (J) « {. Le C'-arc paramétré (J, & + f) a alors son 
support inclus dans le sous-espace vectoriel R? x {0} de R"; comme w est 
différentiable en a, on dispose de (s + f)' (to) = dw(a).x qui est donc un vecteur 
de R? x {0}. 

Puisque æ est un C*-difféomorphisme de Q sur ©, dœ@(a) est un 
isomorphisme de E sur R”, ce qui permet d’une part d’affirmer l'existence du 
sous-espace vectoriel de dimension p de E, T(#; a) =[da(a)] !(R° x {0%.,}), 
d'autre part de constater : x e T({; a). 

— Réciproquement soit x un vecteur de T(#; a). Posons y = dœ(a).x 


qui est donc, dans R”, un vecteur de R° x UE 
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Comme Q' est un ouvert de R”, comme be’, la continuité de 
t > b + ty permet de trouver ne R# tel que: 


Vte ]n, n[ b+tye® 


On peut ainsi envisager l'arc paramétré (1,f) de & défini par 
1=]-nnletfi1é,t a '(b +tyilest de classe C* Comme b et y 
appartiennent à Rx {0%}, pour tout te]l-n,ntf, 
b+tyeQ® N(R x {0y}); donc f{() € #. En outre on constate f(0) = a et 
F0) = x. 


A titre d'exercice, le lecteur démontrera : 


PROPOSITION. — Soient 7 une sous-variété de &, a un point de #, #° un ouvert de & contenant 
aet #’=W n$ qui est une sous-variété de & (cf. 3.3.7, 1°). Alors : 


B(#; a) = B(S'; a} 


3° Différentes caractérisations du sous-espace tangent en a à S. — Nous 
utilisons les notations des définitions i, et li, des sous-variétés du 3.3.1. 


Proposirion I. — Si (U, F) est une paramétrisation locale de en a et si 
pour cette paramétrisation a = F(u,) alors Fespace vectoriel tangent en a à 
est T(S ; a) = dF(u).R?. 


Pour xedFl(us).R?, il existe xeR? tel que x = dF(uç)ex. Une 
démonstration analogue à celle de 2° prouve l’existence d’un C*-arc paramétré 
(, f) avec 1=]-nnt, n>0 et f:1-68, t + Fu +1x); on a 
évidemment f(1) = #, f{0) = a, f’(0) = dF(u,).x = x, ce qui prouve : 


dF(uo).R° = TS; a). 


L'égalité des dimensions entraîne alors l'égalité cherchée. 


REMARQUE. — Il est bien évident que si (V, G) est une autre paramétrisation locale de & en a, 
a = GA), nous retrouvons : 


T(S : a) = dF(u,).R° = dG(A).R? 


CAS D'UNE SURFACE CARTÉSIENNE. — Avec la notation du corollaire I du 3.3.7, 2°, T(S: ®(E)), 
où Ée V est fixé, admet la base : 


ô® ! do, 
Geas Lee) 


j=p+i OX 


PROPOSITION IL. — Si, au voisinage de a, 4 est définie par un système 
d'équations : f,(m) = 0, p + 1 < j < n. alors l'espace vectoriel tangent en a à 
est : 


TS: = M Ker du 


j=p+i 
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Les sous-espaces H, = Ker df(a), p + 1 < j < n constituent une famille 
d’hyperplans de E, de rang n — p (propriété de iü,), dont l'intersection H est 
ainsi un sous-espace vectoriel de E, de dimension p (1.9.3.6, 4°). 

Soit xe T(S ; a), d’après la définition de 1° nous disposons d’un C'-arc 
paramétré (1, @) vérifiant : @() = #, pfto) = a, @'(to) = x. 

Quitte à nous restreindre à un sous-intervalle J € I, contenant t,, nous 
pouvons supposer @(i) = #° (notations de 3.3.1, 3° ïii,). Ainsi nous disposons 
des applications f, ep, p + 1 <j < n et comme w(f) c #, ce sont des 
applications nulles. Il en résulte : 


Vi  p+i<j<n  df{a).x=0 


donc xeH; T(#; a) © H et l'égalité des dimensions entraîne à nouveau 
légalité cherchée. 


CoROLLAIRE. — Au point à de , un système d'équations de l’espace 
tangent en a à , T(Ÿ, a), est : 
(df,.1(a).am = 0) À .… À (df{a).am = 0) 
Si & est muni d’un repère (0, e) et si (a, ...,a,)et (x1, ..., x,) désignent 


respectivement les coordonnées de a et de m dans ce repère, d'f{a).am = 0 
s'écrit : 


n TA 
Y Ga) 2 (a, ..., a) = 0, 
2, ke Me ox, 1 

en notant abusivement (f,,.. ...,f,) l'application de l’ouvert #'de R" dans 


R"”?, canoniquement associée (grâce à (0, e)) à lapplication (f,,,, ...,f,) de 
# dans R'7?. 


*Nous verrons d'autre part (5.6.3) que, si € est euclidien, df{a).am = 0 s'écrit 
(grad f{a)am) = 0., 


CAS PARTICULIERS. — a) La tangente au point a d’une courbe de #, 
d'équation f{m) = 0 admet l’équation : df{a).am = 0. 

b) Le plan tangent au point a d’une surface de #, d’équation f{m) = 0 
admet l'équation : d/(a).am — 0. 

c) La tangente au point a d’une courbe de &, d’équation 


(Jen) = 0} À (g(m) = 0} 


admet l'équation : 
(d/(a).am = 0) À (dg(a).am = 0) 


e Deux extensions de la notion de sous-espace tangent. — CONVENTION I. — Dans la situation 
du corollaire IL du 3.3.1, 2°, nous conviendrons de dire que, si a = Fu) est un point simple de S, 
alors $ admet en ce point un sous-espace tangent, qui est, par définition, GS"; a) et donc dF(us) . R°. 
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C'est ce que nous avons implicitement fait au 3.1.2, 1°. 


CoNvENTION IL — Dans la situation du corollaire du 3.3.1, 3°, nous conviendrons de dire que, 
si Ÿ n'est pas vide, alors S admet en tout point ae #, un sous-espace tangent, qui est, par définition, 
n 
G(#; a) et donc (\ Ker df(a). 
ipti 
Rappelons qu'ici est un ouvert de $, et étudions deux cas particuliers. 


e CAsOUp = n — 1. — Soient f une application C* d’un ouvert #° de & (rapporté à un repère 
R} dans R, et S = 7 1(0). 
S'il existe un point a — (a,, ..., a,) de S tel que : 


Ja (a), fr (a)) # (0, …, 0) 


alors il existe un ouvert de # contenant a et coupant S suivant une hypersurface $” de &, de classe 
C*, cartésienne, graphe d’une application de la forme x, = Y(x:, ..., x,_,) ou de Pune de celles qui 
s’en déduisent par une permutation circulaire sur les coordonnées; S admet un hyperplan (affine) 
tangent en a, dont une équation dans le repère Æ est : 


À Cu a)fatar + 8) 0 
k=1 


Pour n = 2, on retrouve très exactement le théorème du 1.5.2. Pour n = 3 on obtient une 
généralisation de ce théorème: on parle alors de la surface #' et du plan tangent en a àS. 


e CasoÜn—=3ETp= 1. — Soient f = (9, h} une application C* d’un ouvert #° de #; dans 
R?,$1=9g 740), S2=4h" (0)et C=S, NS. 
S'il existe un point m = (a, b, c) de C tel que: 
pe gy(m) soi] 2 


ÉPCETETIR L 


alors il existe un ouvert de & contenant m et coupant C suivant une courbe &’, de classe C*, cartésienne 
et graphe d’une application de La forme (y, z} = (W,(x), Ÿ2(x)) ou de l’une de celles qui s’en déduisent 
par permutation circulaire sur (x, y, 2). D’après (1), S, et S, admettent des plans tangents en m, 6; 
et 6, distincts; C admet une tangente en m, qui est 6, " G,; un vecteur directeur en est : 


Che — guhs)(m}i + (gels — g6h)(m)j + Cash, — 9, #)(m)k 


4 Intersection des deux surfaces Ÿ, et S, de #3. — L'énoncé précédent 
nous apprend que sientoutme, n#, les plans tangents ©, et &, à , et 
#, sont distincts, alors 4, n 4%, est une courbe, admettant &, n&, pour 
tangentes en m. Ce résultat avait d’ailleurs été obtenu, sous une autre forme, 
au 3.1.3, 1°. 

— S'il existe un point Me, Nn$#, en lequel les deux surfaces sont 
tangentes (ie. ont le même plan tangent) alors #, n S, n’est en général pas 
une courbe. Le 3.1.3, 3° nous apprend que, au voisinage de ms, , Nn #,en 
général est soit réduite à {ms}, soit réunion de deux courbes à tangentes 
distinctes en ms. 

— Nous trouverons au paragraphe suivant le cas où , n #, est une 
courbe & en tout point de laquelle les deux surfaces ont le même plan tangent 
(on dit alors que #, et #, se « raccordent le long de € »). 


Étude locale de l'intersection d'une surface # et d'une courbe € de Ey — 
On se place au voisinage de m,e # n €. On définit au voisinage de m, par 
une équation g(m) = 0, et & par une paramétrisation locale (1,f). On a ainsi 
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gmo) = 0, et il existe £, e 1 tel que f(t,) = m,: on a f'{t.) # 0. On suppose 
que # et & sont de classe C*, 

Pour tout pe N,, nous dirons que S et € ont en m, un contact d'ordre au 
moins égal à p si, et seulement si t, est zéro d'ordre au moins égal à p + 1 de 
p=gof, ce qui s'écrit : 


PE =" = pro) = 0 


et signifie que, au voisinage de t,, @ est négligeable devant t = (t — 10}. 
— Si p=t, la condition est dg(mo).f'(t,) = 0; elle exprime que la 
tangente en m, à @ est une tangente en m, à ; si elle est remplie, on dit que 
Set € sont tangentes en ms. 
— Sip = 2(resp. p > 3) on dit que # est asculatrice (resp. surosculatrice) 
à € enm. 


REMARQUES. — a} Nous avons étudié, dans #, euclidien, le cas des sphères osculatrices. 


b} La méthode vaut pour l'étude de l'intersection de deux courbes de &, (cf. cercles 
osculateurs). 


3.3.3. Cylindres et cônes circonscrits à une surface de #, 


$ (&, E) est ici un espace affine de dimension 3. 3 


1° Cylindres circonscrits. — Soient 4 une surface de # et u un vecteur 
non nul de E. 


DÉFINITION. — On appelle cylindre circonscrit à S parallèlement à Ru, le 
cylindre Z (au sens du I1.7.3.3) dont les génératrices sont les tangentes à % de 
direction Ru. 

On appelle contour apparent de S pour la direction Ru, Fensemble € des 
points de 4 en lesquels la direction du plan tangent contient u. 


e Cas où S est donnée, au moins localement, par une équation fm) = 0 
(f de classe C, k > 2, df ne prenant pas la valeur 0). — Alors le contour 
apparent # admet l'équation : 


(Fm) = 0) À (df(m).u = 0) 


et on obtient une équation du cylindre circonscrit Z en écrivant que me & 
appartient à Z si, et seulement si la droite m + Ru est tangente à #, ie. si, et 
seulement s'il existe £e R vérifiant les deux équations : 


fm + tu) =0 et df(m + tu}.u = 0 


à l’inconnue te R ont une racine commune, i.e. si et seulement si (1.5.3.2, 1°} 
Féquation f(m + tu) = 0, à linconnue te R admet une racine au moins 
double. 


Le lecteur observera que cette méthode est la même que celle qui consisterait à remarquer que 
€ est un ensemble directeur de X et à utiliser I.7.3.3° (1% cas). 
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Notons qu'il peut arriver que & et È soient vides. 


PROPRIÉTÉ — En un point du contour apparent €, le plan tangent à la 
surface est, en général, tangent au cylindre circonscrit X. 


On note g la fonction m ++ df{(m).u, qui est de classe C*7?, k > 2. 
Soit m, € €. En général (df (mo), dg(m,)) est de rang 2 et & est une courbe 
au voisinage de m,; dans la mesure où la tangente à € en m, n’est pas dirigée 
par u, Z admet un plan tangent en m,, défini par la tangente à € en m, et par la 
génératrice m, + Ru; on reconnait le plan tangent à 4 en m. 
Dans le cas le plus favorable, € est une courbe en chaque point de laquelle la 
tangente a une direction distincte de Ru, cæ qui permet d'appliquer la 
proposition; on dit alors que & et EX se raccordent le long de Z. Mais la 
situation n’est pas toujours aussi simple. 


REMARQUES. — a) Cas où il existe une.droite & © S, le long de laquelle le plan tangent tourne. 

En général # n'a pas pour direction Ru, et il existe un unique point me # appartenant à €. 
La droite m, + Ru est une génératrice de E et en général et £ ont le même plan tangent en mo. 

Si, éxceptionnellement, Z est dirigée par u, alors ona # c et #<E, mais et L ne 
peuvent évidemment pas se raccorder le long de la génératrice commune &. 


b} Cas où ïl existe une droite # © $ le long de laquelle le plan tangent est fixe. 
En général et E se raccordent le long de # (qui n’est qu'exceptionnellement une génératrice 
du cylindre). 


EXEMPLES, — a) # est un ellipsoïde (de &, euclidien). 
Il existe un repère orthonormal (0 ; i, j, k) de # dans lequel admet l'équation f(x, y, z) = 0, 
avec : 


SC 3,2) = 4x? + By + C2? — 1, (4, B,C}e(R*} 


On vérifie que df ne prend pas la valeur 0 sur #\{0}, # est donc bien une surface. 
On note u = où + fij + yk, et on constate que df{m). u = 0 s'écrit : 


fit, », 2 + Bf,0x, y, 2) + fx y, 2) = 0 
et ici: 
Aux + BBy + Cyz = 0. 
Ona:€=# n P, où (?, P}est le plan d'équation : Aux + Bfy + Cyz = 0, qui contient O. € 
n'est pas vide car toute droite de ? qui contient O coupe 4 en deux points (vérification aisée). Le 
plan tangent à # au point m, € €, qui contient m, + Ru, est distinct de ? (car u é P à cause de 
Ac? + BB? + Cy? # 0}, € est donc une courbe plane en aucun point de laquelle la tangente n'est 


dirigée par u (toujours à cause de u # P). Il y a raccordement de # et Z le long de €. On obtient 
une équation de E en écrivant que l'équation : 


AGx + at}? + By + Bt} + C(z + yŸ — 1 =0 oO] 
admet une racine au moins double; cette équation est du second degré. On trouve : 
(dax + BBy + Cyz} — (da? + BR? + Cy*}(Ax? + By? + C7? — 1) = 0 @) 
Le lecteur vérifiera que, pour tout (m,,m,)e 4? tel que m, # m, et que m,m, soit colinéaire 


à u, le milieu de [m,,m",] est un point de @, qui est dit plan diamétral de la direction Ru. 
Il appliquera ensuite au cas de la sphère (4 = B = C = R°?} 
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b} # est un hyperboloïde à une nappe (de &#, euclidien). 
Le début de l'étude est le même qu'en a), avec ici À > 0, B> 0, € < 0. Arrivés à 
€=S$ n? nous avons ici deux cas à considèrer : 


Cas où ué Pie. Au? + BfB? + Cy? # 0. En d’autres termes la droite O + Ru n’est pas une 
génératrice du cône asymptote de 4 (cf. 3.2.2, 1°, remarque b). € n'est pas vide. En effet toute 
génératrice de a une direction distincte de Ru et, d'après la remarque a) précédente, elle contient 
un et un seul point de €. On montre, comme ci-dessus qu'il y a raccordement de # et Z le long de 
Æ et on retrouve l'équation (2) de ZE. 


Cas où ueP. — Ici # est le plan tangent au cône asymptote le long de sa génératrice 
Æ = 0 + Ru. Il coupe # suivant deux génératrices & et &’ parallèles et symétriques par rapport 
à (cf. fig. 53 au 3.2.2, 1°). D'après la remarque a} précédente, on a # = # LU #'etE = # U 4 
Il n'est évidemment pas question de plan tangent à Z en l'un de ses points. 
Par le calcul, on constate qu'ici l'équation (1} s'écrit : 
2(Aux + BBy + Cyzji + (Ax? + By? + Cz? — 1) =0 
Elle admet une racine au moins double si, et seulement si 
(Ax2 + By? + C2? — 1 = O0) À (Aux + BBy + Cyz — 0) 


On retrouve: € = # nP. 


e Cas où S est le support d'une nappe géométrique plongée, représentée 
par (D,F). — Le contour apparent & est ici l’ensemble des points de # en 
lesquels le paramètre (u,v) vérifie la condition œ{u, v}) = 0, avec : 


œu, v) = det,(Fi{u, v), F'(u,v), u), (e: base quelconque de E). 
Nous avons vu (exemple du 3.1.2, 2°) que € est, en général, une réunion de 
supports d’arcs paramétrés de la forme t —> F(u(t), v(t)). Il en résulte que le 
cylindre circonscrit Z est, en général, une réunion de supports de nappes 
paramétrées de la forme (t, p) + F(u(t), o(t)) + pu. 
Nous ne pousserons pas plus loin cette étude. 


2° Cônes circonscrits. — Soient S une surface de & et a un point de &#. 


DÉFINITION, — On appelle cône circonscrit à & de sommet a, le cône Z (au 
sens de 11.7.3.4) dont les génératrices sont les tangentes à 3 qui contiennent a. 

On appelle contour apparent de S de point de vue a, Fensemble € des points 
de en lesquels le plan tangent passe par 4. 


L'étude est calquée sur celle des cylindres circonscrits. 
Cas où # est donnée, au moins localement, par une équation f(m) = ©. 


— On suppose, comme au 1°, que f'est de classe C*, k > 2, et que df ne prend 
pas la valeur 0. € admet l'équation : 


(fm) = 0) À (df{m).am = 0) 


On obtient une équation de Z\{a} en écrivant que me &\{a} appartient à E si, 
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+ 
et seulement si la droite a + Ram est tangente à #, ie. si, et seulement si 
les deux équations : 


= . 
fa + tam) = 0 et df(a + tam).am = 0. 


à l'inconnue te R ont une racine commune, ie. si et seulement si l'équation 


Jf{a + tam) = 0 à une racine au moins double. 
Comme pour les cylindres on démontre : 


PROPRIÉTÉ — En un point du contour apparent €, le plan tangent à la 
surface S est, en général, tangent au cône circonscrit Z. 


Dans le cas où @ est une courbe en tout point de laquelle la tangente ne 
passe pas par a, .on dit que & et Z se raccordent le long de €. 


Le lecteur adaptera les remarques a) et b} du 1°. 


EXEMPLE, — # est un paraboloïde de révolution (de &, euclidien), Nous savons qu'il existe un 
repère orthonormal (0: i,j,k) de # dans lequel S admet l'équation f(x, y, z} = O0, avec : 


fRynd=x+ÿ-2pz p>o0. 
On vérifie que df ne prend la valeur O en aucun point de &; # est bien une surface. 
On note a = 0 + oi + Pj + yk, et on constate que d/(m).am = 0 s'écrit : 
Ge of 7,2) + (y — Pt », 2 + G — nf »,2 = 0 
et compte tenu de /(m) = 0, peut être remplacé par : 
ax + By — p{z + y) = 0. 


Ona € =S# n®, où est le plan d'équation: ox + By — p{z + y} = 0. 
La projection orthogonale c de € sur x0y a pour équation : 


Ge + (y — BP = où + B? — 2py @) 


Cas où a? + ff? — 2py < 0, ie. a «intérieur» à #. — On a c = Q et donc F= Det 
E2=g. 


Cas où à? + GB? — 2py > 0, ie. a « extérieur » à #. — Ici c est un cercle (dont le centre est la 
projection orthogonale de a sur xOy); € est une courbe plane. En un point m, € € la tangente à € 
ne contient pas a (à cause de a # #). Il y a donc raccordement de # et X le long de €. 

On obtient une équation de Æ en écrivant que l'équation du second degré 


(+ tx — 0) + (B + 2(y — BP — 2p(r + 1 — y} = 0 
admet une racine double. On obtient : 
Ea(x — 0) + 6(y — B)— pt NI — (où + B? — 2py)[(x — of +(y-B}]=0 (3) 
Cas où a? + f? — 2py = 0, je. ae #. — De (2) on déduit : # = {a}. Ici E est le plan æ 


tangent en a à , ce que l'on retrouve par (3), compte tenu de &? + B? — 2py = 0. 


e Cas où # est le support d'une nappe géométrique plongée, représentée 
par (D, F). — Le contour apparent € est l'ensemble des points de & en lesquels 
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le paramètre (u,v) vérifie la condition œ(u, v} = 0, avec : 


œtu,v) = det.(Fi(u,v), Fi(u,v), aF(u, v)), (e : base quelconque de E). 


€ est, en général, une réunion de supports d’arcs paramétrés de la forme 
tn Fu(t), v(t)). Il en résulte que Z\{a} est, en général, une réunion de 
support de nappes paramétrées de la forme : 


(0) + Ft), vQ) + p(F (UE), v(E)) — a) 


Nous ne pousserons pas plus loin cette étude. 


3° Conoïdes circonscrits à une surface. — Soient une surface, (@, P} un plan et ® une droite 
de & tels que ? n 2 = {0}. 


DÉFINITION. — On appelle conoïde circonscrit à #, de plan directeur P et d'axe ®, le conoïde 
Zdont les génératrices sont les tangentes à qui rencontrent Z et ont une direction incluse dans P. 
e Si est donnée par une équation f(m) = 0, on obtient une équation de Z\Z en écrivant 


que me #\2 appartient à Z si, et seulement si l'équation f(u,, + tu,m) = 0, où y, désigne la 
projection de m sur ® parallèlement à P, admet une racine au moins double. 
Lorsque le repère est choisi de façon que: 


@) 220) ( G=9Aa6G=0 (7) fRy,2=0, 


ona: f(u, +th,m)= f(x, ty, 2}, et le calcul est simple. 
« Comme pour les cylindres, on démontre : 


PROPRIÉTÉ — En un point de contact de la surface & et d'une génératrice du conoïde E, le 
plan tangent à & est, en général, tangent à ZX. 


3.3.4. Notion de surface orientée 


Il s’agit ici d’une orientation « globale » et non plus seulement « locale », 
comme en 3.3.1, 4°. 


1° Sous-variété orientable. — DÉFINITION. — Soit une sous-variété de 
dimension p et de classe C* de &. On dit que # est orientable si, et seulement s’il 
existe une famille 7 = ((U, F,))., de paramétrisations locales de vérifiant les 
deux assertions : 

i) Les ouverts F;(U,) de en constituent un recouvrement ; 


ü) Pour tout (i, j) e 12, (U, F) et (U, F,) définissent la même orientation 
lotale de & en tout point de F(U,) n F(U)). 


On notera que si les U, sont des domaines, il suflit que (U, F) et (U,F) 
définissent la même orientation en un point de F{U;) n F{U) pour qu’elles 
définissent la même orientation en tout point de cet ensemble. 

On dit que 4 est orientée si on s'est donné une telle famille #, dont les 
éléments sont alors appelés paramétrisations de la sous-variété orientée #. 
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e Dans toute la suite, nous nous limitons au cas où S est une surface de &, 
espace affine euclidien orienté de dimension 3. 


2° PROPOSITION. — Une surface 7 de #;, de classe C*, est orientable si, et 
seulement s'il existe un champ de vecteurs unitaires normaux qui soit une 
application continue de l'espace topologique dans E:. 


“La condition est nécessaire. — Soit # une surface orientée et # une famille de 
paramétrisations vérifiant les assertions i) et ii) de la définition du 1°. 

Soit m un point de &;(U, F) étant un élément de # tel que me F(U}, considérons le vecteur 
normal en mà#: 


(UF, À FAT Fe A FFT (mn) «) 
On constate qu’il ne change pas lorsqu'on remplace (U, F} par un autre élément (Ÿ, G) de F tel 
que me G(V); on peut donc le noter n(m). On dispose ainsi d’un champ n:# — E de vecteurs 


unitaires normaux qui, d’après (1) est de classe C*-! sur un voisinage convenablemént choisi de 
chaque point de #; ce champ est donc continu sur #. 0 


La condition est suffisante. — On suppose ici qu’il existe un champ continu n: # — E, de 
vecteurs unitaires normaux, 

Soient m un point de #, et (U, F) où U est un domaine, une paramétrisation locale de en m 
(avec m = Fu, vo}) Selon que le produit mixte non nul : 


(Elo: Lo} Foto, to), n(m)) 
est positif ou négatif, nous posons 
Us Fa) = (UF) où  (0,,F,) = (Q{U) Fop°) 


où @ est la bijection définie sur U par (u, v) + (v, u). On constate que n(m) est ainsi un vecteur 
unitaire de la normale à # en m, orientée grâce à l'orientation locale de & représentée par 
(U, FA). On en déduit que la famille # = ((U,, Fes définit une orientation de #, © 


CoOROLLAIRE I. — Une surface orientable et connexe et, en particulier, une 
surfäce plongée de &; peut être orientée exactement de deux façons. 


Soient en effet net n, deux champs continus de vecteurs unitaires normaux à #. L'application 
m + (n(m)|n;(m)} est continue sur le counexe # et prend ses valeurs dans { — 1, + 1}. Elle est 
donc constante et on a soit n, =n, soit n, = —n. 


COROLLAIRE II. — Une surface & de classe C*, & > 1 de #, définie par une 
équation f(m) = 0 est orientable. 


On sait que : Vme & grad f(m) # 0. 
On applique la proposition précédente en remarquant que : 


n:m tr ilgrad/f(m)|"! grad f(m) 


est un champ de vecteurs unitaires normaux de classe C*7!, et donc continu, 


EXEMPLE DE SURFACE NON ORIENTABLE. — Le ruban de Môbius. Cf. 
exercice, 4-02. 
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EXERCICES 


Les conventions faites à propos des exercices sur le chapitre 1 sont reprises. En particulier, il 
nous arrivera de parler, par abus de langage, de la surface d’équation f(x, y, z) = 0 même dans des 
cas où il existe des points de l'espace en lesquels f et df prennent la valeur 0. 


3.1. — Z étant des nappes définies par : 


X = DCOs u x=u+n x = vcosu 
y =vsinu y= #4? +0 y =vsinu 
2 = au z =u or? 2 = sin 2u 


étudier l'intersection de supp Z et d’un plan tangent à Z. 


3.2. — Tout plan tangent coupe suivant deux paraboles le support de la nappe 
définie par : 
@, 0) + O + ui + uoj + (0? + 2u)k. 


3.3. — Soit Z la nappe d'équation cylindrique : 
22 + a? — b? 


= — , +2 
2(b + a cos 8) GER 


p 


Montrer que les plans tangents à Z en les points de cote z donnée ont un point 
commun. 


3.4. — Déterminer une nappe paramétrée cartésienne, z = f(x, y), telle que toutes 
les normales rencontrent l'axe Oz. 
; x y 
3.5. — Soient S le paraboloïde d'équation — + — — 2z = 9 et a le point de 


g 
coordonnée (a, B, y). Déterminer l'ensemble & des points de 4 en lesquels la normale à 


# contient a; construire les projections de & sur les plans de coordonnées. 
3.6. — Soit Z la nappe réglée définie par : 
x = ach u cos v, y =bchusine, z2=cshu. 


a) Ensemble des normales en les points d’un arc L(u = C"). 
b) Section par un plan d'équation z = h. 


z z 
3.7. — Nature de la surface  d'Équation : x sin - — y cos - = 0. Lieu des points 
a a 


de en lesquels le plan tangent contient le point O + ai. 


3.8. — Soit S la surface d’équation : z = sin x.sin y.sin(x + y). 
Déterminer les plans tangents parallèles à (0 : i, j). Étudier l'intersection de # et de 
Pun d'eux. 
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3.9. — Soit S la surface d'équation : zŸ — xy = 0. 


Déterminer les plans tangents à 4 qui contiennent la droite d’équation : 


=2)A(y-3+3)=0 


3.10. — Lieu des points du paraboloïde hyperbolique d'équation : xy = az en 
lesquels : 
a) Le plan tangent est tangent au cercle d'équation : 
( = 0) À (x? + y? = R?). 
b} Le plan tangent fait un angle de x/4 avec la droite O + Rk. 


3.11. — Déterminer une C!-nappe paramétrée cartésienne : 
(a, bC x edf, (x y) + O + xi + pi + fx, pk) 


de façon que, le plan tangent au point de paramètre (x, y) rencontre l'axe O + Ri au 
point d’abscisse 2x, et l'axe O + Rj au point d'ordonnée 2y/3. En quel point recontre-t- 
il alors l'axe O + Rk? 


3.12. — Lieu de la projection orthogonale de O sur les plans tangents à la surface 
d'équation xyz = ai. 


3.13. — On donne une nappe régulière Z. Déterminer les arcs réguliers M tracés 
sur ?, tels que O se projette orthogonalement sur toute tangente à [ en un point du 
plan xOy. 

Montrer que si la nappe Z est conique de sommet © (resp. de révolution d'axe Oz) 
les arcs [peuvent s’obtenir par quadratures. 


3.14. — Montrer que tout plan qui contient la droite O + Rk coupe sous un 
angle constant la nappe représentée par : 


X = a COS u sin v, y=asinusmbe, 
o 
B= afce + Logtg ) + p{u) 


où p@:R — R est donnée, de classe C!, 


TRAJECTOIRES ORTHOGONALES, — Soit (C;),,., une famille d'arcs réguliers tracés sur une 
nappe régulière Z de &, euclidien (repères orthonormaux). On appelle trajectoire 
orthogonale de la famille tout arc régulier T tracé sur E, tel que par chacun de ses points 
passe un arc C; orthogonal à T au point considéré. 


3.15. — Soit Z la nappe représentée par : x = auv?, y = au, z = au?v (a > 0). 
Trajectoires orthogonales des arcs (Cih\er définis par uv = À. 


3.16. — Trajectoires ofthogonales des génératrices rectilignes de la nappe : 


a) x = uv +ot, y = 0/3 — 4/(3,/3) + 42//3, 2 = 0. 
b) x = cosu — 2vsinu, y = sinu + 2vcosu, 2 = 2v. 


3.17. — Trajectoires orthogonales de la famille des cercles tracés sur la sphère 
x? + y? + 22 = R2, passant par O+Rk, et tangents au cercle 
{z = 0) À (x? + y? = R?). 
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3.18. — Trajectoires orthogonales (sur la nappe Æ£ qu'ils engendrent) de la famille 
des cercles C; tangents en O à Oz et centrés sur la droite (y = a) À (2 = 0), au point 
(À, a, 0). 


3.19. — Trajectoires orthogonales, sur la nappe Z d’équation z = x sh y, des arcs 
€; tels qu'en chacun de leurs points la normale à Z fasse un angle constant À avec 
O + Rk. 


LIGNES DE PLUS GRANDE PENTE. — 3,20. — Pour chacune des nappes suivantes (#, 
euclidien, repères orthonormaux}, on demande les lignes de plus grande pente relatives à 
xOy, i.e. les trajectoires orthogonales des sections par les plans d'équations z = À 
(lignes de niveau) : 


a) z= cos x + cosy; b) z Log x = Log y. 
sin u sin v cos u + cos v 
NEUTRE AL a : a F 
1 + cos u cos v 1 + cos u cos 1 +cosucos v 
d) Nappe conique de sommet © sont les lignes de niveau, sont des cercles. 


c) x = 


3.21. — Trouver les arcs tracés sur la nappe E dont toutes les tangentes sont 
tangentes à la nappe £,, dans les cas suivants : 


a) (ZE) x? +y?=2pz  (E) x += —2pz; 

b) (2) x} = 42, () xy = bz; 

c) (EE) x? +y2=k222,  (E,) x? + y? + 72 = a? 
(dans le dernier cas, on rectifiera les arcs obtenus). 


3.22. — Trouver les lignes de striction (3.2.2) de chacune des nappes réglées 
représentées par : 


x=u+v junte (ae (a 7 cos 
a {y=u+v b) Dane c) y=(a-z)sint 
z=u# + (z=2 2 =1 


dD'x-4y —az=0;, ee x+xy+2z=0. 
3.23. — Montrer que les plans #, d'équations : x sint — y cost + zcht=asht 


sont les plans osculateurs à un arc géométrique que l'on déterminera. 


3,24, — On donne une application + : R — R, de classe C!. Montrer que les plans 
@, d'équations : 
282x + 2y + 2 — dpt) = 0 


sont les plans osculateurs à une hélice, 


325. — Trouver les surfaces développables dont toutes les génératrices 
rencontrent : 


a) une droite donnée; b) un cercle donné. 

3.26. — Montrer que la nappe représentée par : 

— vu — Qu +0 u?(u? — 2uv — 1) 

ef à 
& +1 : GA + 17 


x=.4 av 


est développable et déterminer son arête de rebroussement. 
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3.27. — Déterminer @: R — R pour que la nappe représentée par : 
x = tz + (it), =zp(t) +43  z=72 
soit développable. Discuter. Trouver, s’il y a lieu, l’arête de rebroussement. 
3.28. — Trouver les nappes développables contenant les deux paraboles 
d'équations : 


&@ =0AG@px - y? =0) et (z = a) À (4py — x? = 0) 


3.29. — Soit Z la nappe réglée représentée par : 
x =2co05s0 + asin6, y =2sn0 +acos 6, z=2 

Trouver la ligne de striction et la comparer au contour apparent dans la direction 
Rk. Expliquer le résultat obtenu. 

3.30. — PARABOLOÏDE DE RACCORDEMENT. — Soit Z la C ®-nappe géométrique réglée 
représentée par (R?,F), où 

F{u, v} = © + vcos ui + v sin uj + a sin 2uk. 
a) Montrer que supp Z est inclus dans le conoïde Plücker d’équation : 
z{x? + y?) — 2axy = 0 


b) Soit G,(u = C*) une génératrice rectiligne de Z de support Z,. On désigne par 
X, la nappe réglée engendrée par la normale à Z au point de paramètre (4, v) lorsque » 
parcourt R. Montrer que supp E, est, en général, un paraboloïde hyperbolique à plans 
directeurs orthogonaux, exceptionnellement une droite. 


c) Montrer que la nappe réglée Z, déduite de Z, par rotation de x/2 autour de &, 
se raccorde à Z le long de Z,. 


d) Étendre (sous des conditions de régularité) ces résultats à une génératrice 
quelconque d'une nappe réglée quelconque. 


3.31. — Nature de la trace sur le plan xOy du cylindre circonscrit à la surface 
d’équation x? + y? = sin?z parallèlement à Ri — k). 

3.32. — Contour apparent du conoïde de Plücker : 

2x? + y?) — a(x? — y?) = 0, (a > 0) 

pour la direction RG + j + k). 

3.33. — Équation du cône de sommet O + ak circonscrit à la surface d’équation : 

x + y +2 — 3xyz — a = 0, (a > 0) 
3.34. — On donne la sphère S d’équation x? + y? + 22 — 2Rx = 0, (R > 0). 


a) Équation du cône £ de sommet (Xo Yo 20) circonscrit à S. 


b} On suppose z, > 2R. Montrer que la trace de Z sur x0Oy est une ellipse qui 
admet un foyer et une longueur de petit axe indépendants de (xs, yo). 
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3.35. — Soit & le conoïde droit d'axe Oz circonscrit à la sphère d’équation : 
x? + y} +22 — 2ay =0, (a > 0) 


a) Équation de #. 


b) Montrer que le contour apparent de #, de point de vue O + aj est tracé sur un 
cylindre parabolique. 


c} Montrer que le cône circonscrit à 4 de sommet © + bi, b Æ 0, est de 
révolution. 


3.36. — a) Soit # le cône d’équation (en repère orthonormal) : 
ax? + a'y? + "2? + 2byz + 2b'zx + 2b'xy = 0 


Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe trois génératrices de 
#° formant un trièdre trirectangle est a + a' + a” = 0, et que, lorsque cette condition 
est remplie, il existe une infinité de trièdres trirectangles formés de génératrices de K (un 
tel cône est dit équilatère). 


b) Lieu des sommets des cônes équilatères circonscrits à la surface d’équation : 


2 2 2 x? " 
Ax° + By + Cz? —-1=0, (ABC #0) | resp. — + — — 22 =0|: 
P q 


4 


ÉTUDE MÉTRIQUE DES NAPPES 
ET DES SURFACES 


(&, E) désigne un espace affine euclidien orienté de 
dimension 3; tous les repères utilisés sont orthonormaux 
directs. 


4.1. PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES LOCALES 


L'étude des paragraphes 4.1.1 et 4.1.2 ne figure pas au 
programme des C.P. 


Position du problème. — Au 4.1.1, la démarche est celle qui a été suivie dans le cas des arcs : 


— On définit des éléments métriques d'une nappe géométrique régulière et orientée E en l’un 
de ses points M (en s’assurant naturellement de l'indifférence du choix des représentants utilisés 
pour ce faire). 


— On pose ensuite : 


DÉFINITION. — On appelle invariants métriques de la C'*-nappe paramétrée (D, (4, v) + Fu, v)) 
régulière et orientée, 4 > 2, âu point de paramètre (u, v), les éléments métriques de la nappe géométrique 
X orientée représentée par (D, F), au point M représenté par (D, F, (u, v)}. 

Ici nous ne disposons pas de représentant privilégié (Le. normal) de Z, et les deux questions 
sont imbriquées : Ps, 1, Ds, Ha Vu, ... vont apparaître simultanément comme éléments de £ en 
M et comme invariants de (D, F) en Mu, v). 


NOTATIONS. — Soit £ une C*-nappe géométrique régulière et orientée, k > 2. 


e Au point M de Z nous associons son image m, le plan tangent orienté 
(Puy Py) en M à E, la normale orientée W,,en M à E, le vecteur unitaire n,, de 
Nu; nous avons vu que ces éléments ne dépendent pas du choix d’un 
représentant. 

e Dans la pratique, nous utiliserons un représentant (D, F) de X, ce qui 
revient à travailler sur une nappe paramétrée ('). Nous disposons alors de la 
base directe &,., = (F{u, v), Fi(u, v)) de P,,, et n,, s'écrit Nu, v), avec : 


1 
N=—FAF, où  H=|F, A FI 
H 
{t) Il va de soi que la nappe paramétrée (D, F) pourra être une paramétrisation locale d'une 


surface (au sens des sous-variétés}; l'étude permet danc de définir des invariants métriques d'une 
surface en l’un de ses points. 
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Les applications H et N de D dans R et E sont de classe C*”!: on a H > 0, ce 
qui traduit la régularité de ZX. 

En considérant les dérivées partielles de l'application [INIP, de classe 
C*71, on constate que (NIN:) et (NIN:) coïncident avec l’application nulle de D 


’ 


dans R : pour tout (u, v)e D, N'{u, v) et N'(u, v) appartiennent à P,. 


REMARQUE. — Dans la pratique, on utilise un repère orthonormal direct (0 : i, j, k) de & et on 
note : 


Fu, u) = © + X(u, vi + Y{u, v)j + Zu, v)k. 
On a ainsi : 


D(Y.2), D(Z.X), DXr) 
AN, = i+ + k 
Du, v) D(u, v) Du, v) 


4.1.1. Les deux formes quadratiques fondamentales 


1° DÉFINITION. — La forme quadratique définie positive ®,, de P,, dont la 
forme polaire est la restriction @,, à P,, du produit scalaire euclidien de E est 
dite première forme quadratique fondamentale de Z en M et de (D, F) en M(u, v). 


Elle ne dépend évidemment pas du choix du représentant (D, F) de 2, mais 
ce choix étant fait, elle s’exprime dans la base Z,, par : 


D,AF{{u, v) du + Flu, v) do) = ||F{{u, v) du + Fu, v) du? 
où (du, dv) est le vecteur générique de R?, ce qui s'écrit : 


D(Fiu, v) du + F'(u, v) dv) 
= E(u, v) du? + 2F{u,v) du do + G{u,v)do? (1) 
en désignant par E, F, G les applications (!)[[F,]?, (F,1F,) IIFII? de classe C*7* 
de D dans R. 
Notons que l'égalité de Lagrange fournit : H = /EG — F?. 


APPLICATIONS. — a) Soit T = Fe y un arc tracé sur E, où y est un arc de R?, de classe C!, 
dont un représentant est ([a, b],t + {(u(t), o(t)}); T° admet le représentant de classe 
C'a, bl,t + Fuit), o(t)} et est ainsi rectifiable ; le vecteur dérivée première étant au point de 
paramètre t : 


Fu(e), v(o)}u (0) + Fe(u(e), v(r)}u'(n) 
la longueur de F est : 
2 


| Cdt, vu 40 + 2F (ut), vtju tot + Gui) vo 297 7 de 


va 


(1) Deux applications, prenant respectivement leurs valeurs dans 4 et dans R, sont désignées 
par le même symbole F: le contexte permet de les distinguer. 
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Si T est régulier, tout paramètre normal s vérifie : 
ds\? n PA 72 
a = Efu(n, (ou ?() + 2F (ue), v())u'(e)o" (0) + Gun), ft)? (r) 
£ 
que nous retiendrons sous la forme symbolique : 
ds? = E du? + 2F du do + G du’. 
b) L’orthogonalité des vecteurs w(ie N,) tangents en M à E s'écrit, en introduisant leurs 


coordonnées (6; n;) dans la base &,, : 


EG v)hié, + FO Gin + ban) + Glu, vnine = © Q) 
— En particulier si les T;, = Fey, ie N,, sont deux arcs géométriques réguliers, tracés sur Z 
et passant par M, de représentant (1, t + Fu.(t), vift)) tels que le point M de T', corresponde à 
la valeur t, du paramètre, il suffit d’écrire (2) avec E, = ur) et n! = v;(t;) pour obtenir la condition 
d'orthogonalité des T, en M, qui se retient sous la forme symbolique : 


E du, du, + F(du, de, + du, du,) + G dr, du, = 0 


— Plus généralement, en utilisant 


VOulw) x Dan) cos & = Vy(w, w2) 


le lecteur obtiendra l'angle en M de deux arcs tracés sur Z et passant par M. 


Cas d’un représentant cartésien. — Ici : 
F(x, y} = O + xi + pj + f(x pk. 
On calcule : 


Fix, y») =i+ pc yk; Fr») = i + gfx yik. 


D'où 
E=1+p, F = pa, G=1+qg, H=/1+p 
N=H '(-pi-g+k) 
et : ds? = (1 + p?) dx? + 2pq dx dy + (1 + g2) dy? 


2° L’endomorphisme de Weingarten de Z en M et de (D, F) en Mu, v) — 
Dorénavant nous supposons k > 2. Les différentielles de F et de N au point 
donné {u, v) de R?, abréviativement notées dF et dN, sont des applications 
linéaires de R? dans E, à valeurs dans P,,. Elles induisent donc des applications 
linéaires de R? dans P,, que nous noterons DF et DN: dF étant de rang 2, 
DF est un isomorphisme et nous disposons de l’endomorphisme 


= -DN°(DF)! 


de P,, (le signe — est introduit pour la commodité des calculs qui vont suivre); 
h est défini par : 


Ch(FA(u, o)) = — No v)] À Ch(F(u, 0) = — No, v)]. 
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PROPOSITION I. — L'endomorphisme h dépend de Z et de M, mais non du 
choix du représentant (D, F), ce qui autorise à le noter que h,,; on dit quelquefois 
que h;, est Pendomorphisme de Weingarten de Z en M et de (D, F) en Mu, v). 


Considérons un second représentant (A,G), avec G=Fc6 et 
8e Diff, (A, D), de la nappe orientée Z, et associons lui l’application : 
Ni = 16, À GI '.G À G, 


qui vérifie N, = N°08. 
En introduisant, comme ci-dessus, DG et DN, et en utilisant : 


dG=dFodf et dN, = 4N cdÿ 
{où dO est mis pour dO(à, y), avec (À, u) = 07! (u,v)), il vient : 
DG = DFeod® et  DN; = DN + dB 


et donc : 


DN, °(DG) ' = DN e(DF) !. 


PROPOSITION II. — L’endomorphisme h,, est symétrique. 


Les applications (F,IN) et (F{IN), de classe C*”7!, de D dans R coïncident 
avec l'application nulie de D dans R. En écrivant qu’elles ont des dérivées 
partielles nulles, on obtient l'égalité des applications de classe C*7? de D 
dans R': 


(FIN) et — (F.IN2), qui seront notées L; 
FN), — (FIN) et — (FIN!) qui seront notées M; 
(FIN) et — (FSIN;) qui seront notées N. 


Pour tous w, = 6,Fi(u, 0) + n;F(u, v), ie N;, (WilhaÂw)) s'écrit : 
— (Fu, 0) + 17,0 Nu, v) + n2N,(u, o)) 
ou : 
LG, 0) + Mu, ina + Een) + N( 0)ninz 
On en déduit : 
(Wilha(W) = (Ml adw:)). =! 
La proposition II justifie : 


DÉFINITION, — La forme quadratique sur P,, Ÿ,, dont la forme polaire Y, 
s'écrit : 
Vu(wi, #2) = (Wilky(W2)) (3) 


est dite seconde forme fondamentale de 2 en M et de (D, F) en M{u, v) (elle ne 
dépend pas du choix du représentant de Z). 


188 MÉTRIQUE DES NAPPES ET DES SURFACES 41.1 


Deux vecteurs WŸ,,-orthogonaux de P,, sont dits conjugués; deux droites de 
Py dirigées par des vecteurs conjugués sont dites conjugnées. 


Dans la base #,., 
Vue (e, o) du + Fu, v) du) = L(u, v) du? + 2M(u, v) du do + Nu, v) dv’. 


la forme quadratique Y,, s’écrit : 


Le second membre de l'égalité précédente s’écrivant : 
— (F{{u, o) du + Fu, v) dulN'{u, v) du + N;(u, v) do) 


il est commode de retenir l'expression : ÿ,, = — (dmIdN). 


REMARQUES. — a) En introduisant les fonctions produits mixtes : 
D=IRR FR DSC, F DSP FF 
on constate : 
L=D/H,  M=D)H N=D'/H. 


b) Si, en gardant le même espace affine sous-jacent, nous changeons la structure euclidienne 
orientée de &, alors tous les produits mixtes sont multipliés par un même réel non nul (vérification 
laissée au lecteur), et donc (bien que H change) W}, est remplacée par une forme proportionnelle. 
Pour w (resp. (w,, w,)} donné, la nullité de W,,(w) (resp. V(wi, w2)) ne dépend donc que de la 
structure affine sous-jacente. La conjugaison est donc une propriété affine. Nous reprendrons cette 
remarque au 41.3, 1°, 


Cas d’un représentant cartésien. — On complète le calcul du 1° in fine : 
Fey = rGyks Fey) = sk; 
FC y) = tx y}k. 
On en déduit : 
L=7r/H; M = 5s/H; N = t/H, 
et : 
r dx? + 25 dxdy +1dy? 


/1 + p? + g? 


Application. — Pour étudier Pintersection du support # commun à (D, F) 
et à Z et du plan tangent ?,, on peut (quitte à remplacer £ par une sous-nappe) 
supposer que l’on se trouve dans le cas d’une représentation cartésienne. En 
comparant Y,, à la forme quadratique (£, n)+> r£? + 25ën + in? qui est 
intervenue dans la discussion du 3,1.3, 2°, il vient : 


PAU, dx + Fi dy) 


THÉORÈME. — Le point M de Z (resp. le point M{u. v) de (D, F))est elliptique 
(disposition en ballon) si, et seulement si la seconde forme quadratique fondamen- 
tale en M, Ÿ, est définie; il est hyperbolique (disposition en col) si, et seulement 
si W,, est non dégénérée et non définie: il est parabolique si, et seulement si F,, 
est dégénérée. 
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Dans les deux derniers cas, W,, admet des vecteurs isotropes non nuls; les 
droites de P,, qu’ils dirigent sont dites directions asymptotiques de Zen M (resp. 
de (D, F)en Mu, v)), dans le cas hyperbolique on reconnaît les directions des 
tangentes en M aux deux arcs dont la réunion des supports constitue 
Puy NSupp 2. 


3° Orthogonalisation de W,; dans l'espace euclidien (Py, Qu); directions 
principales de 2 en M et de (D, F) en Mu,v). — D’après IL.2.2.2, [°, 
lendomorphisme symétrique #,, de P,, admet deux valeurs propres (réelles) &, 
et ©, distinctes ou confondues, et il existe une base de P,, à la fois 
Pu-orthogonale et Ÿ,,-orthogonale (Le. formée de vecteurs unitaires à la fois 
orthogonaux et conjugués); diag (o,, ©) représente à la fois h,, et W,, dans 
cette base, qui est formée de vecteurs propres de h,,. 

Reprenant (D, F), nous avons donc à chercher les (5, w)eR x P,\{0} tels 
que AW) = Gw, ce qui s'écrit (vérification immédiate) : 


VwWEePy (Wliu(W — ow) = 0 


ou encore, en introduisant les coordonnées (6, n) et (£’, n’) de w et w’ dans la 
base %,, (et en écrivant abréviativement L pour L{u,v), ...): 


VE, nier (Æ-GEJÉE + (M — GFJ{Ën + En) + (N — oGjnn' = 0 
ou enfin : 


. — GE)E + (M — oF)n = 0 
(M — oF}E + (N — 6Gin = 0 


Ce système fournit des (6,1) # (0,0) si, et seulement si o est racine de 
l'équation du second degré : 
L-6E M-6F|. 


=0 (4) 
M -6F N-0G 


qui s'écrit : 
(EG — F?)o? — (GL + EN — 2FM)o +(LN — M?)=0 
Les valeurs propres ©, et &, de h,, sont les racines (nécessairement réelles) 
de (4). Elles dépendent de Z, de M, mais non du représentant (D, F); il en est de 


même de ©, + 6, et 6,6, respectivement égaux à tr h,, et det h,, que nous 
retrouverons au 4.1.2, 3°. Retenons : 


1 GL + EN —-2FM 
RÉ ODE 


LN — M? 
De pr |O 


REMARQUE. — On retrouve (4) en écrivant que la forme quadratique W,, — cd, est 
dégénérée. 
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CAS GÉNÉRAL : O, # O2. — À chaque o, correspond une droite de 
vecteurs propres de h,, dirigée par l'un quelconque des vecteurs non nuls 
donnés par les équations (nécessairement compatibles) : 


(Æ — GE)E + (M — o;F)n = 0) 
AM — GF)S +(N — o,Gin = 0) (6) 


Les deux droites de P;, ainsi obtenues, caractérisées par le fait qu’elles sont 
orthogonales et conjuguées, sont dites directions principales, Elles constituent la 
gerbe dont une équation s’obtient en éliminant o; entre les équations (6) ce qui 
donne : 


LÉ + Mn EE +Fn| 
MÉ + Nn FE +Gn 
Le. 


(FL — EM)E? + (GL — EN)ën + (GM — FNjn? =0 (7) 


Cas OÙ 6, ET G, ONT UNE VALEUR COMMUNE 6. — C'est le cas où on peut 
représenter h;, et W,, par une matrice de la forme o1,, i.e. le cas où il existe 
oeR tri que W,, = o®,, égalité qui s'écrit : 


(L =GE) A (M = GF) A (N = 0G) 


Toute droite de P,, est alors droite de vecteurs propres de h,, et peut être 
considérée comme direction principale de £ en M (resp. de (D, F) en Mu, v)). 
On dit que M est un ombilic de Z (resp. de (D, F)). 


REMARQUE. — Pour que M soit ombilic, il faut et il suffit qu’il existe © € R tel que Fi et F, (et 
donc tout vecteur de Py) soit vecteur propre de h,, associé à la valeur propre o, ce qui, compte 
tenu de ky(F,) = — N',et hu(F) = — N°, s'écrit : 


(Ni, 0) = — Fu, v)) À (Ni v) = — oF,{u, v)) 
Cas d'une représentation cartésienne. — Ici: 


E=1+p, F=pgq G=1+49, H=/1+p +4 
L = r/H, M=s/H  N=1/H. 


Retenons : 


Q + gr + (1 + p?)t — 2pgs 
21 + p° + gt 


(o, + 02) = 


ble 


(8) 


rt — 5? 


GE 
120 G+p +) 
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Au 4.1.2 nous dirons que ©, 0, est la courbure totale de Z en M (resp. de 
(D, F}en M{u, v)). D'où : 


ConsÉQUENCE. — Selon que le point M (resp. M{u, v)) est elliptique, 
hyperbolique ou parabolique, la courbure totale en A (resp, Mu, v)) est 
strictement positive, strictement négative ou nulle. 


EXERCICE. — Montrer qu'une Ck-nappe Z dont tous les points sont des ombilics (k > 3) a un 
support $ inclus dans une sphère où dans un plan. 

Z étant représentée par (D, F), il existe une application © : D — IR telle que : 

(Ni = — 0F) A(N, = — oF). 

Comme F', ne prend pas la valeur 0, & est de classe C*72, et donc C!. En égalant deux expressions 
de Ni, il vient : off, = o4F,, ce qui, (F,, F) étant libre, donne : o, = 0 et a, = 0. 

Ainsi © est une application de l'ouvert connexe D dans R admettant une différentielle nulle en 
tout point de D; elle est donc constante. 

— Sio # 0, on constate que l’application F + &7!N de D dans & est constante. O désignant 
sa valeur, est inclus dans la sphère (0, |o”!|). 

— Si ao = 0, l'application N est constante. En désignant par N, sa valeur et par O un point 


fixe, on vérifie que l'application (4, ) — (N,lOF(u, v}) de D dans R est constante, ce qui entraîne 
que # est inclus dans un plan orthogonal à N,. 


4.1.2. Courbure normale; courbure géodésique ; 
torsion géodésique 


Dans ce paragraphe nous considérons la C*-nappe Z, orientée et régulière 
et un C?-arc géométrique T° orienté et régulier tracé sur Z (2 < p < k). 

Nous allons définir des éléments géométriques de T', relativement à Æ, au 
point M de T identifié à un point de Z. 


1° Repère de Darboux-Ribeaucour, — À tout point M de T', nous associons 
son image my, ainsi que : 

— le vecteur unitaire t,, de la tangente orientée en M àT'; 

— le vecteur unitaire n,, de la normale orientée en M à Z: 

— le vecteur 84 = ny A 7, unitaire de la normale géodésique orientée en 
M à F (ie. normale en M à F inciuse dans le plan tangent en M à 2). 


Nous dirons que le repère orthonormal (my: Tu, &w, nw) est le repère de 
Darboux-Ribaucour de T en M. 


2° Formules de Darboux. — On utilise un représentant normal (J, h) de F 
et on note : my = h(s), tu = Us), ny = ns); gx = g(s). L'application + = k' 
est de classe CP”! 
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En introduisant un représentant (D, F) de Z on constate que l’on peut 
écrire h(s) sous la forme F{u(s), v(s)) et que ns) = N{ufs), v(s)), ce qui montre 
que les applications n et g sont de classe C?”7!. 

En dérivant les applications constantes de J dans R : 


I, gl,  Inf,  G@n, GT, (8), 


le lecteur vérifiera (!) que, pour tout seJ, la matrice As) du système de 
vecteurs (t'(s), gs), n’{s)) dans la base orthonormale (xs), g(s), n(s)) de E est 
antisymétrique. On l'écrit : 


O —c{s) — cs) 
A(s) = | cs) 0 VAS) 
CS) — Y{s) 0 
et on dit que : 
e vs) = (sms) = — (n(s)Ig{s)) 
est la torsion géodésique de T en M (relativement à Z), 
e cs) = (n(sit(s)) = — (r(s)n(s)) 
est la courbure normale de T en M (relativement à 2), 
e c{s) = (g(s)it(s) = — ((s)Ig(S) 
est la courbure géodésique de T en M (relativement à E), 
ce qui se justifie par le fait que, les changements d’abscisse curviligne se faisant 
par applications affines, il s’agit d’invariants (pour le couple (Z, L)). 


— Nous disposons ainsi d'applications y,, c, et c, de J dans R, de classe 
CP7?, et nous avons les «formules de Darboux » : 


dt dg dn ; 
Sete | GE TN | GT + VE (1) 
En utilisant alors : 
_. du ne do ’ dn _ du e do 
T = € = + 
“ds ° ds ds “ds ° ds 
di 
et en se référant à la définition de k,, on constate : = = —h,{r) et: 
LS 
Ca = Pat) | V5 = — Var, 8) 2) 


€) Il s’agit d’une propriété générale des « repères mobiles orthonormaux ». 
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REMARQUES. — a} En un point non bi-régulier de 1, la courbure normale et la courbure 
géodésique sont nulles. 


Résulte de la première formule (1), avec v'{s) = 0. 


b} Si on remplace l° par l'arc orienté opposé (sans toucher à Æ), les applications +, g, n sont 


Te : se dr dg dn Spas dt dg dn L 

changées en — +, — g,n, les applications —, -—, — sont changées en —, —, — — et donc 
: Fe ds ds ds ë & ds" & 

(d’après (L)), les applications c,, c,, Y, sont changées en c,, — Cp Y, (Pour €, et y,, on le retrouve par 


2). 


e) Si on remplace E par la nappe orientée opposée (sans toucher à l'}, alors 7, g, n sont 
changées en +, — g —n, et donc €, c,, Y, sont changées en — €, — &, Y,. 


4) Si on change l'orientation de &, alors +, g, n sont changées en t, g, — n, et donc c,, c,, y, 
sont changées en -c, €, —Y, 


Interprétation de c,, c, et y, — Nous conservons l’hypothèse 
2 < p < k, qui implique l'existence de la courbure c de T”, et nous supposons 
en outre que T est bi-régulier. Nous disposons ainsi du trièdre de Frenet 
F = (mit, VB); test de classe CP 1: v, f, c sont de classe CP 2. 


L'application n étant de classe CP, nous constatons, en utilisant le 


FiG. 52. 


théorème du relèvement du 1.4.1, 2°, qu'il existe une application 8 : J — R, de 
classe C?72, unique modulo 2n, telle que : 


n=veos 8 + Bsin0, et donc : g = vsin0 — Bcos@ 
(Pour s donné, @(s) est une détermination de la mesure d'angle (v(s), n(s)), dans 


le plan normal orienté par 1(s) qui lui est orthogonal). 
En utilisant la première formule de Frenet, on obtient : 


dr 


— = cv = c(gsin 6 + ncos 6) 
ds 


ce qui fournit, par comparaison avec (1) : 


€, = € cos a =esine | (3) 
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REMARQUE. — Ces relations restent vraies si [ admet des points non bi-réguliers car en l'un 
de ces points on a : 


a(s) = cs) = cs) = 0, 


et l'on peut choisir arbitrairement 6{s). 


— Si nous renforçons l'hypothèse en supposant que 3 < p < ket que T 
est bi-régulier, nous disposons de la torsion y de F, de classe CP7%, 0 est 
dérivable et, en utilisant encore les formules de Frenet, nous obtenons : 


dg sin 6 ( =) 
csin re [i 
ds L L ds 


D'où : 


(4) 


* Interprétation cinématique de ©, ©, et Y, — Sous ces hypothèses restrictives, Æ désignant 
un repère fixe de # et l'abscisse curviligne étant le temps, le mouvement résultant Z]Æ du repère de 
Darboux s'obtient en composant le mouvement d'entraînement #|# du repère de Frenet, dans 
lequel le vecteur rotation instantanée est — yt + cf, et le mouvement relatif Z|7, de vecteur 


su de us ; 
rotation instantanée Lire Le vecteur rotation instantanée de | s'écrit donc (calcul aisé) : 
s 
LT 7 


3° Étude locale d'une surface. — M désigne ici un point donné de la C*- 
nappe géométrique orientée et régulière Z (k > 2). Par «arc T» nous 
entendons un C°-arc géométrique orienté et régulier tracé sur Z et passant par M 
2 < p < k). Nous reprenons les notations du 4.2.1, et, pour chaque arc F, 
celles du 4.2.2 à cela près que — par abus de langage — la même notation 
désignera une application définie sur D (resp. J) et la valeur qu’elle prend au 
paramètre (u, v) de M (resp. au paramètre s de M). Nous allons exploiter les 
formules : 


En = Ft) V5 = — Var 8) (5) 


où rt, 8, €, Vÿ Mis pour t(s), g(s), c,(s), ,(s), varient quand on passe d’un arc F à 
un autre. 


e CAS PARTICULIER : M est un ombilic de ZE. C’est qu'il existe o € R tel que 
Vu = 6®. On déduit de (5) que tous les arcs T admettent en M une courbure 
normale commune © et une torsion géodésique nulle. 


e CAS GÉNÉRAL :,M n’est pas un ombilic de Z. Nous avons vu que 2 admet 
en M deux directions principales qui sont orthogonales. Soit (m; L, J,n) un 
repère orthonormal direct de & choisi de façon que I et J dirigent ces 
directions principales. 
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Pour un arc T donné, @ désigne l’angle de la rotation d’axe {m:n) qui 
permet de passer de ce repère au repère de Darboux en M ; en d’autres termes 
on a, pour cet arc | et au point M: 

t = cos @ + J sin ; g= —Ising + Jcos @. 


Comme h 41) = 6,1et h\{J) = o,J, où ©, et o, sont les valeurs propres de 
h,, associées aux vecteurs propres I et J, on déduit de (5) : 


€, = 6, COS? @ + ©, sin? Y, Ya = (C1 — 6) Sin y cos @ (6) 


Notons que ces formules restent valables si M est un ombilic 
(5, = 6, = 6) à condition de désigner par (1, J) une base orthonormale 
directe de P,. 

e De (6) on déduit immédiatement les trois théorèmes suivants, qui 
constituent l'essentiel des propriétés locales des nappes. Les notations sont 
celles du début du présent 3°, Z étant donnée une fois pour toutes. 


— THÉORÈME I ET DÉFINITION. — La courbure normale c, et la torsion 
géodésique y, d’un arc T en M ne dépendent que de M et de la tangente en M à 
T. A deux arcs T dont les tangentes en M sont orthogonales correspondent : 

— des courbures normales en M dont la demi-somme 
1/2.(6, + ©2) = 1/2.trh,, ne dépend que de M et est dite courbure moyenne 
de Z en M; 

— des torsions géodésiques en M opposées. 


Retenons qu'à toute tangente en M à Z sont attachées une courbure 
normale et une torsion géodésique. 


— THÉORÈME II ET DÉFINITION. — Les extremums de la courbure normale 
en M sont les valeurs propres o; et &, de Fendomorphisme h,, ; ils correspondent 
à ceux des arcs | dont la tangente en M est dirigée par une direction principale ; 
on les appelle courbures principales de X en M ; leur produit o,0, = det h,, est 
dit courbure totale de T en M. 


Pour le calcul de la courbure moyenne et de la courbure totale, voir 
4.1.1,3°. 


THÉORÈME IIL. — La torsion géodésique d’un arc F en M est nulle si et 
seulement si la tangente en M à L est dirigée par une direction principale. 


e Voici quelques compléments aux théorèmes I et II : 
a) Interprétation géométrique de la courbure normale. — Soient & üne tangente en M à E, et 
2% le « plan normal » défini par & et la normale #,,. Nous savons (remarque de 3.1.3, 2°) que (en 
remplaçant éventuellement 2 par une sous-nappe), nous pouvons considérer 27 " supp Z comme 
le support d’un C*-arc plongé orienté T4 (deux arcs opposés sont possibles). En M nous avons, 
pour Tz: 8 = O0 (mod. ñ}, et donc : e,] = €. D'où 


PROPOSITION I. — La courbure normale associée À une tangente en A à X, &, a pour valeur 
absolue la courbure en M de la « section normale » par le plan normal en A qui contient &. 
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b) Cercle de Meusnier. — Parmi les « arcs l” », nous ne retenons ici que ceux pour lesquels A 
est bi-régulier (c # 0) et de courbure normale non nulle, ce qui implique cos 8 # 0. Nous 
disposons ainsi du centre de courbure en M à L: 


cos 8 


1 
p=m+-v=m+ v. 
€ 


Ca 


Nous constatons (cf. fig. 54 ci-dessus) que p est la projection orthogonale sur le plan 
il 


osculateur (m; 7, v) du point m + — n, qui,comme c,, ne dépend que de M et de la tangente en M, 
Ca 

6; on le note pg; c'est le centre de courbure en M de la « section normale » l'; considérée ci- 

dessus ; il est dit centre de courbure normal associé à M et à &; lorsque la direction de & est 

principale, on parle de centre de courbure principal. On peut énoncer : 


PROPOSITION IL. — Le centre de courbure en M à l'arc l (bi-régulier et à courbure normale non 
nulle en M) ne dépend que de M et du plan osculateur en A. Tous les centres de courbure en M de 
ceux des ares l considérés qui admettent une tangente en #{ donnée & appartiennent à un cercle 
centré sur la normale en Af à ZX, passant par m et dont le plan est orthogonal à & (cercle de 
Meusnier). 


c) Surfaces minima. — Il s’agit des nappes dont la courbure moyenne est nulle en tout point 
(* parmi les nappes dont le support est limité par celui d'un arc fermé simple donné, les surfaces 
minima sont celles qui réalisent le minimum de l'aire ). Elles jouent un rôle important en 
Physique. 


4‘Pratique du calcul de c, et de y,.— Nous considérons ici un C?-arc 
géométrique F orienté et régulier (2 < p & k) tracé sur E, défini par un 
représentant quelconque (1,t ++ F(u(t),v(t). Nous allons calculer la 
courbure normale (c,),, et la torsion géodésique (7,),, de T au point M identifié 
au point de £ dont un représentant est (D, F, (u(t), o(t}). 

Soit w=E£F,, +nF;, avec 


G, n) = Aw'(E), v'(0) 


où À € R* est arbitrairement choisi, un vecteur directeur de la tangente en M à 
T'; pour vecteur directeur de la normale géodésique en M à T nous pouvons 
adopter (')w, =6,F, +n,F, non nul, tel que (4.1.7, 2°): 


EËË, + Fên, + Ein) + Gnn, = 0 
et, par exemple : 
wo= — (F6 + Gn)F, + (EE + En)F,. 
Ainsi : 


WA W = (EE? + 2FEn + GnÜF, À F, = IIW2HN. 


(t) Les notations F?, F!, N, E, F, G, H désignent dans ce calcul les valeurs prises au 
point (u(t), v(t}} par les fonctions correspondantes. 
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Il en résulte que, en changeant éventuellement l'orientation (ce qui n’altère 
w LA 


ni €, ni ÿ,) nous pouvons adopter: Ty = —-, _ . En utili- 
| 7 PRE ot EM TH ju 
sant (5), il en résulte : 
1 1 
Chu = => uw); = — ——— W, Wi), 
(Cru m2 uw) (C2 H WP PLU 


avec : 
IIW? = EË? + 2FEn + Gn°; 
F(w) = LE? + 2MEn + Nn’; 
VW, w,)= — LE(FÉ + Gn) + M((EE + Fn) — n(Fé + Gn)) 
+ Nn(EE + Fn). 
Reste à remplacer (£,n) par A(w{t), v'(r)), ou, en utilisant la notation 
différentielle, par (du, dv). On obtient : 


L du? + 2M du dv + N dv? / 
E du” + 2F du du + G dv? 


(cu)as 


1 (EM — FL) du? + (EN — GL) du du + (FN — GM) dv? & 
H E du? + 2F du du + G du? @) 


LA 


e À partir de la C“-nappe paramétrée (D, F) et du C?-arc paramétré 
tr Fu, (6), v(4)) tracé sur (D, F) les seconds membres de (7) et (8) (dans 
lesquels du = w’(t) et du = v'(t)) fournissent, par définition, la courbure normale 
et la torsion géodésique de l'arc, relativement à la nappe, au point de paramètre t. 


4.1.3. Arcs remarquables d’une nappe donnée 


Les programmes des C.P. mentionnent la recherche de 
courbes d'une surface satisfaisant à une condition dif- 
férentielle. 

De ce point de vue, le lecteur pourra étudier les asymp- 
totiques, les lignes de courbure et les géodésiques d'une 
nappe en utilisant respectivement les conditions ti), ti) 
et ii) des définitions qui vont suivre, et ceci sans utiliser 
4.1.1 et 4.1.2. Il en ira de même au 4.1.4 pour les 
loxodromies d'une nappe de révolution. 

On pourra raisonner sur des nappes paramëtrées. 


Ë est la C*-nappe géométrique orientée et régulière de #: (k > 2), 
considérée jusqu'ici (cf. notations générales). Déterminer un arc F tracé sur &, 
c'est trouver deux fonctions u et v d'une variable t, l’arc admettant alors une 
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paramétrisation de la forme (1,t + F{u(t), v{t)). La notation différentielle 
permet de ne pas préciser a priori le paramètre t; on pourra être conduit à 
adopter t{ = u. 


1° Aspmptotiques. — DÉFINITION. On appelle asymptotique de E tout C?- 
arc régulier F tracé sur Y, vérifiant les trois assertions suivantes, qui sont 
équivalentes : 

ï) La courbure normale c, est nulle en tout point de T'; 

ïï) En tout point de I, la direction de la tangente à l est direction 
asymptotique de Z (ie. tout vecteur tangent est isotrope pour la seconde forme 
fondamentale) ; 

ji) En tout point bi-régulier de T, le plan osculateur à T est confondu avec 
le plan tangent à Z. 


— L'équivalence des assertions i) et ii) tient à ce que, en utilisant un 
représentant normal de l’arc orienté, l’une et l’autre s'écrit : 


VseJ  W,{(t(s)) = 0 @) 


— L'équivalence de i) et ii) tient à ce qu'en tout point non birégulier d'un 
arc tracé sur À on a c,(s) = 0, et à ce qu’en un point birégulier la nullité de 
cA(s) équivaut (d'après c, = c cos 8) à celle de cos 8(s). CO 


REMARQUES. — a) La notion d'asymptotiques d'une nappe géométrique est (d’après ili)) une 
notion affine. Cela résulte de la propriété qui a fait l'objet de la remarque b} du 4.1.1, 2°. 
b} Tout C?-arc régulier tracé sur £ dont le support est une droite est une asymptotique de X. 
On en déduit que les générarrices rectilignes d'une nappe réglée en sont des asympiotiques. 
c} Sur un arc bi-régulier d’une asymptotique on a 


et donc: 
Y = Y4 = (oi — o2)sin p cos . 
Comme €, = 0 s'écrit : o, cos? @ + ©, sin? @ = 0, il vient en éliminant o : 


= — 0,0, (formule d’Enneper). 


e Recherche des asymptotiques. — PROPOSITION I. — L’arc géométrique 
représenté par (1,2 ++ F(u(t), v(t)), où (u, v) est une application de classe C? 
d'un intervalle 7 de R dans R? à valeurs dans D, telle que (#'’, v’) ne prenne pas la 
valeur (0, 0) est une asymptotique de Z si, et seulement si (4, v) vérifie « Féquation 
différentielle » : 


Lu, vu’? + 2M{u, vuv + N(u, vo? = 0 
qui s'écrit : 
L du? + 2M du du + N du? = 0 @) 
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La condition (1) s'écrit en effet : 


vVtel rs) = ©. 
en notant : 
mit F(u(é), v(t) 
et donc : 
dm : 
qu Fat), (Ou () + Fo(u(e), v())v' (0). 


REMARQUES. — 4) On constate que (2) s’écrir : (dmidn) = 0. 


b) Le lecteur vérifiere que, plus généralement, (2) s'écrit : (dmjdN} = 0, où N : 1 — E\{0} est 
choisie arbitrairement sous réserve qu'elle soit de classe C*7 et vérifie N An = ©. 


Cas d'un représentant cartésien. — Ici (2) s'écrit : 


rdx? + 2s dx dy + 1 dy? = ©. 


PROPOSITION IL — Par un point elliptique de Z ne passe aucune 
asymptotique. Par un point hyperbolique M de Z passent exactement deux 
asymptotiques, dont les directions des tangentes en M sont les directions 
asymptotiques de Z en M; elles sont de classe C7! 


Compte tenu de la proposition précédente, il s’agit d’une conséquence 
d’un théorème qui sera démontré ci-dessous (cf. 3°). En première lecture, on 
pourra admettre cette proposition. 


EXEMPLE L. — Hélicoïde droit. — X est la C®-nappe représentée par (R2, F) avec : 


F{u,v) = 0 + avcosui + avsinu) + buk, 
(a, bjeRt x R* 


C’est une nappe conoïde droit d’axe O + Rk dont les génératrices rectilignes sont les G,, et dont 
les directrices sont les C, (hélices circulaires d’axe O + Rk admettant les G, pour normales 


principales); les unes et l’autre sont de classe C. 
2 


ab 
On calcule aisément : #,,(F, du + F, du) = 2 do. 
On en déduit que les (G.),em et les (Cih,en Sont des familles d’asymptotiques. D'après la 


proposition I, il n'existe pas d'autre asymptotique. 


EXEMPLE Il. — Nappe doublement réglée (de classe C*, k > 3). — Les génératrices rectilignes 
sont les seules asymptotiques. 


2° Lignes de courbure. DÉFINITION. — On appelle ligne de courbure de 2 
tout C2-arc régulier T tracé sur E, vérifiant les trois assertions suivantes qui sont 
équivalentes : 


i) La torsion géodésique y, est nulle en tout point de T'; 
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En tout point de T, la direction de la tangente à T est direction principale 
dex; 


iii) La nappe réglée dont les génératrices sont les normales à Z en tous les 
points de T est développable. 


L’équivalence des trois assertions tient à ce que, en utilisant un 
représentant normal de l’arc orienté, chacune d'elle s'écrit : 


( dn 
Eds 


a) est l'application nulle de J dans R. 


— Pour i), cela résulte de la définition même de y,. 
— ii) signifie qu'en tout point de T les directions Rt(s) et Rg(s) sont 


d 
conjuguées, ce qui s'écrit : (h,,(t(s)Ig(s)) = 0. Or hyft) = — — 
LS 
— ii) signifie que la C*7!-nappe géométrique Y,- représentée par : 
UXxR (GA + F(u(s), v(s)) + An(s)) 6) 


est développable, c'est-à-dire (4.2.3, 1°) que l'application produit mixte 


dn dn 
T, an de J dans R est nulle; or cette application est | g— | 


ds 
REMARQUES. — a) D'après les formules de Darboux, i) s'écrit : 
dn À 
—=-ct 
d Can (4) 


En utilisant un représentant quelconque, on en déduit que (7, m), avec m(t) = F(u(r), o(r)) 
représente une ligne de courbure si, et seulement s’il existe une application p : { — R vérifiant : 


dn dm , è : , 
ar CE Des = 0, ce qui se retient sous la forme différentielle : 


dn + pdm = 0 (formule d’Olinde Rodrigues). 


b) Sur une ligne de courbure F, la courbure normale c, est (théorème II du 4.1.2, 3°} une 
courbure principale. Nous nous limitons au cas où, sur F, «, ne prend pas la valeur O0, ce qui 
permet d'introduire R = 1/c, et p = m + Rn, (p(s) est un centre de courbure principal à Pau 
point de paramètre s de ; on le suit par continuité). L’arc géométrique ÿr dont un représentant 
non normal) est (J,s + p(s)) est tracé sur la nappe XF (représentée par (3). On calcule (en 
utilisant (4)} : 


dR . 
Cette formule (ou, dans le cas d = 0, celle que donnerait une dérivation m-ième pour m assez 
S 


grand) montre qu’en général l'arc ÿ- admet pour tangente au point de paramètre s la génératrice 
rectiligne , de la nappe Z-. Retenons que, pour toute ligne de courbure T,, le support de l'arc Yr est 
en général l'enveloppe de la famille des génératrices rectilignes de la nappe développable Zr, ie. 
l'arête de rebroussement de Er. 
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Ce résultat est utilisé en optique géométrique, dans l'étude des caustiques. 


€) THÉORÈME DE JOACHIMSTAL. — Soient E, et E, deux nappes géométriques dont les 
supports #, et 4, se coupent à angle constant non nul (en des points M, et M, d'image 
commune, #;,, et ?,,, font un angle donné). On sait que (quitte à utiliser des sous-nappes) 
#, NS, est le support d'un are géométrique T. On suppose que Fest ligne de courbure de ZE, ; 
on va montrer que T est ligne de courbure de Y,. Ceci résulte (avec des notations évidentes) de : 


NAS -$)- en. ; 
Oh = (oh = (r =) ( 27 ES & D 


e Recherche des lignes de courbure. — PROPOSITION L — L'arc 
géométrique représenté par (1, t + F{u(r), v(t)}, où (4, v) est une application de 
classe C? d’un intervalle 7 de R dans R? à valeurs dans D, telle que (#’, v') ne 
prenne pas la valeur (0, 0}, est une ligne de courbure de Z si, et seulement si {, v} 
vérifie «équation différentielle » : 


L du + Mdv E du + Fdv 


= 5 
M du + Ndv Fdu + Gdv 5 


Simple conséquence de l'expression de y, trouvée au 4.1.2, in fine. 


REMARQUES. — 4) Dans la proposition I, on peut sous les mêmes hypothèses, remplacer (5) par : 
Ldm, N, AN] = 0 


où m{t) = Fu(t}, v(t}), et où N : 1 — E\{0} est choisie arbitrairement sous réserve qu’elle soit de 
classe C*71 et vérifie N A n = 0. 


2 dn : dn 
Résulte de ce que | gl = 0 s'écrit: [t,n, —|=0 
ds ds 


b) Cas d’un représentant cartésien. — On utilise la remarque a), avec : 


: Fe _U 
EE —— — = pl + — K 
m'a nmta 


Les lignes de courbure sont données par l'« équation différentielle » : 


dx P rdx +sdy 
dy q sdx +rdy|=0 
pdx+qdy = | 0 


PROPOSITION II. — Par tout point M de Z autre qu'un ombilic passent 
exactement deux lignes de courbure, dont les directions des tangentes en M sont 
les directions principales de Z en M; elles sont de classe C*”!. 


Ici encore on applique le théorème du 3° (cf. ci-dessous). 


REMARQUE. — Par tout point hyperbolique de Z passent deux lignes de courbure et deux 
asymptotiques. Les tangentes aux premières (dont les directions sont principales) sont les 
bissectrices des tangentes aux secondes (dont les directions sont asymptotiques), ainsi que cela 
résulte des formules (6) du 4.1.2, 3°, avec y, = Ü dans un cas et €, = 0 dans l’autre. 
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EXEMPLE. — Nappe d'Enneper, 
Il s’agit de la C®-nappe géométrique orientée Z représentée par (R?, F), avec : 


Flu, 0) = O + (u + ue? — uf/3)i + (v + u20 — 03/3)j + (u? = v2)k 


On calcule : 
1+u ut 2uv = 2u 2v 2u 
Fi 2uv F,|1 + ut — vt Fa 2 EF, |24 Fa - 2 
2u = 2v 2 0 —2 
D'où 
E=G+u +); F=0; G=(1+u+v); 
N=Q+u +) (= Qui + 20j + (1 — u? — vt)k); 
L =2; M=0, N=-—-2 


La nappe est régulière. Les formes quadratiques fondamentales s’écrivent : 


D(F, du + Fi, du) = (1 + u? + v?}? (du? + du?) 
\PCFS du + Fi, du) = 2 (du? — dv?) 
— On calcule aisément la courbure moyenne, qui est nulle (il s'agit d’une surface minima), et 
la courbure totale — 4/(1 + w? + v?}*. Tous les points sont hyperboliques. 
— Comme dans chaque cas où F = M = 0, les lignes de courbure sont données par 


du du = 0, et il s'agit des courbes coordonnées. Elles sont planes; les plans de F, et de C, 
admettent les équations respectives : 


x +uz=u+ 20/3; y —uz=v+ 20/3 
— Les asymptotiques, données par du? — du? = Q sont représentées par les : 
oc; = (R, Flu, u + À) et les Cu = (R, Flu, = u + y). 


Il s’agit d’hélices. Vérifions Le pour o;. La binormale à o, au point de paramètre u est la normale à 
Z au point de paramètre (u, # + À); elle est désignée par N{u, u + À) et on constate qu'elle fait un 
angle fixe avec la direction Rti + j — Àk), ce que montre l'égalité : 


Ntu+i+i-Ak=x 
On conclut par 2.3.2, 3°,c). 


3° Étude d'une « équation différentielle». — Au 1° et au 2° nous avons rencontré des 
«équations différentielles » du type : 


À du? + 2B du do + C dv? = 0 6) 


où 4, B, C sont des applications de classe C",m > 1, d’un domaine D de R? (au 1° et au 2°, nous 
avons m = k — 2, avec k > 3). 

Intégrer l'équation (6) c’est, par définition, rechercher les applications (@, 4 : 1 — R?, où I est 
un intervalle de R, de classe C! et à valeurs dans D, telles que (@', W'} ne prenne pas la valeur (0, 0) 
et que, pour toutrei: 


AG, to") + 2B(Q(), Ho (4) + Co WOW ?() = 0 (7) 


On constate que si (@, W} : £ — R? est une solution, alors pour tout C!-difféomorphisme de 
la forme 8 : J — 1, (9 © 8, w o 6) : J —+ IR? est aussi une solution, et (1, (p, W)) et (J,(p ° 8, w 08) 
représentent un même arc géométrique. Il s'agit donc de rechercher les arcs géométriques réguliers 
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y de R?, à support inclus dans D vérifiant la condition : en chaque point de y d'image (u, 0) la 
tangente à y a pour direction l’une des droites du faisceau d'équation : 


Au, v)U? + 2B(u, UV + C(u,v)V? = 0 


Ces ares sont dits courbes intégrales de (6); l'un d'eux sera dit courbe intégrale maximale s'il n'est 
sous-arc au sens strict d'aucune autre courbe intégrale. 

En fait nous nous limiterons à une étude locale, au voisinage d'un point pi, = (#0, v,) de D, ie. 
nous ne rechercherons que les sous-arcs des courbes intégrales de (6) inclus dans un voisinage 
ouvert, convenablement choisi de u,. Nous utiliserons le fait que, si une fonction numérique 
continue prend une valeur non nulle au point pu, il existe un voisinage ouvert de y, sur lequel elle 
conserve un signe fixe (non nul). 

L'application B? — AC de D dans KR, de classe C”, sera notée À. 


1% Cas : Aho) < 0. — D'après (7), aucune courbe intégrale de (6) ne passe par du. 

2° Cas : Aus) = 0. — Nous ne traiterons pas ce cas, qui est délicat. 

3° Cas: Dans toute la suite, nous supposons A{ug) > 0. 

LEMME IL. — Si A(p5) > 0, alors il existe un voisinage ouvert U de y,, inclus dans D, sur lequel 
l'équation (6} prend la forme : 

(41 du + B, du}(4, du + B, do) = 0 (8) 

où 4,, B;, 4;, B, sont des applications de U dans R, de classe C”, telles que 4,B, — 4,B, > 0. 

— Si A(ho} # 0; on choisit U assez petit pour que À > 0 et À # O sur U; on peut alors 
adopter (ainsi que le lecteur le vérifiera) : 

A=A Bi=B-/A A4=1 B,=(8+/AJA 
On obtient : 
4,8, — AB, = 2/4. 


— Si A) = 0 et C{ho) # 0, on transpose du et dv dans (6). 
— Si Auo} = Cho) = 0, nécessairement Bo) # O, et on peut même se ramener à 
Bo) > 0. 


On introduit ® = 4 + 2B + C et on constate ®{u,) > 0. 
On choisit U assez petit pour que À > 0, B > Oet D > 0 sur U ; on peut alors adopter (ainsi 
que le lecteur le vérifiera) : 


A=4+B+VAYV®: B=(B8+0C-/A7/0; 
A=(4+8B8-VAY/®:; B,=(B+C+4V/ay/8. 
On obtient : 


AB; — AB = 2/4. (= 


LEMME IL — Dans les conditions du lemme I, les courbes intégrales de (8) à support dans U 
sont exactement les courbes intégrales de l'une ou l'autre des équations différentielles : 


A;,du + Bd =0, ieN.. (9) 


— Il va de soi que toute courbe intégrale d’une des équations (9} est courbe intégrale de (8). 
— Inversement, soit y une courbe intégrale de (8), représentée par (f,(, W)}. Pour tout 
ieN,; notons : 


li = {te HA:(p() vO}o'@ + Bo) WHu'( = 0}. 
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1, est l'image réciproque du fermé {0} de IR par une application continue de l’espace topologique 1 
dans R; c'est donc un fermé de J. Or (4,, 1) est une partition de {; en effet { = F, LU, est trivial, 
d'autre part, puisque y est régulier et que 4,B, — 4,B> 0 onal, ni, =g. 

Comme 1 est connexe, on a : (1, = @) v (1, = ©) CO 

e Étudions maintenant l'équation différentielle 4, du + B, de = 0, où 4, et B, sont de 
classe C",m > 1, sur l'ouvert U contenant u, de R?, et ne prennent pas simultanément la valeur 0 
(à cause de 4,B, — A,B, > 0}. Les courbes intégrales sont définies comme ci-dessus. 

Supposons par exemple B,(u,) # 0. Il en résulte que (quitte à remplacer U par un ouvert plus 
petit) B, ne prend pas la valeur 0 sur U. On peut ainsi adopter l’abscisse # pour paramètre sur les 
courbes intégrales de À, du + B, dv = 0, ce qui nous ramène à l'équation différentielle 
<cordinaire » : 


de | ___ 44 
a {um où  flur)= Bu) 


ao} 


Comme f'est de classe €”, on sait, d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, qu’il existe une unique 
solution maximale 4 : 1 — IR de (10) vérifiant Wu) = v0; on vérifie aisément qu’elle est de classe 
C"*l L'équation À, du + B, do = 0 admet donc une courbe intégrale représentée par 
(Bu + (u, y(u)})}, et donc régulière et de classe C"*!. Le résultat s’étend à l'équation 
A3 du + B, du. Une étude plus fine permettrait de démontrer : 


THÉORÈME. — Pour tout point 1, de D tel que A(u.) > 0, il existe un voisinage ouvert F de u4 
inclus dans D, et exactement deux courbes intégrales maximales de l'équation différentielle (6) 
étudiée sur Ÿ dont le support passe par L,; ce sont des arcs de classe C"*1, 


3° Géodésiques. — DÉFINITION. — On appelle géodésique de Z tout C?-arc 
régulier T tracé sur ZX, vérifiant les trois assertions suivantes qui sont 
équivalentes : 

ï) La courbure géodésique c, est nulle en tout point de T'; 


ii) En tout point bi-régulier de 1, le plan osculateur à T contient la normale 
à Z; 


dt 
ii) L'application n A de est nulle. 


— L'équivalence de i) et ii) tient à ce qu’en un point régulier mais non bi- 
régulier d’un arc tracé sur Z on a c(s) = 0, et à ce qu'en un point bi-régulier la 
nullité de c,(s) équivaut à celle de sin @(s). 

— L'équivalence de i) et iii) se déduit aisément de ce que, d’après les 


: .. dT 
formules de Darboux, i) s'écrit Fe c,n. 
S 


CAS PARTICULIER. — Les géodésiques d’une nappe plane en sont les droites. 


Compte tenu de 
(» 


e Recherche des géodésiques. — PROPOSITION L. — L'arc géométrique 
représenté par (1, m), avec m(t) = F{u(t), v(t) où (4, v) est une application de 
classe C2? d'un intervalle ? de R dans R? à valeurs dans D, telle que (#', v) ne 
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prenne pas la valeur (0, O), est une géodésique de ZX si, et seulement si (u, v) vérifie 


l'équation différentielle : 
dm d?m 
N,—,—|=0 11 
| dt ee | ( 


En effet, pour un représentant normal d’un C?-arc régulier tracé sur Z : 


( dt dr 
Cy = a y To 
ALT MT 


Or (2.2.2, 4°), on passe au cas d’un représentant quelconque par : 


dm  d?m (&) dt 
ñ T 
de dé  \& ds 


On démontre et nous admettrons : 


PROPOSITION II. — Étant donnés un point M de X et une tangente & en M à 
Z, il existe une unique géodésique maximale de 2 qui passe par M et admet & 
pour tangente en M; elle est de classe C*. 


e La proposition qui va suivre et sa réciproque fournissent un second moyen de trouver les 
géodésiques d’une nappe; il est utile dans le cas d’une nappe de révolution (cf. 4.1.4, ci-dessous). 


PROPOSITION JIL — Si, sur une géodésique de ZE, le paramètre est une fonction affine de 
l'abscisse curviligne (ie. le temps dans un parcours à vitesse constante) alors est vérifiée l’assertion : 


(CODAGE ) 2 


(qui exprime que le vecteur accélération reste normal à la surface), 


. ds . dm ,dt dt _—. as 
L'hypothèse — = a, a € R*, entraîne — = a? — Den À — = 0, on déduit qu'est vérifiée 
de dt? ds ds 
2, 
l'assertion : N A — = 0, qui, compte tenu de ce que E est régulière, est (12) 


de? 


RÉCIPROQUE. — Si, dans un mouvement ponctuel sur une nappe Z, le vecteur accélération reste 
normal à Z, alors le mouvement est uniforme et, considéré comme un arc paramétré, il représente 
une géodésique de Z. 


Ici l'hypothèse est (12). Elle implique : 


(r. M ip ae) =0 ie É 
“dr ‘dddr) dt 


avec ae R* (en supposant, naturellement, que la vitesse initiale n’est pas nulle). 
Du point de vue de la Dynamique, les supports des géodésiques sont les trajectoires des 
mouvements sans frottement sur Z d'un point matériel qui n’est soumis qu’à la force de liaison. 


dm 
dt 


= a 


de) : 
E—)=0, ie. 
dr? 
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4.1.4. Étude d’un exemple : nappes de révolution 


1° DÉFINITION. — Une C*-nappe géométrique orientée Z de #, k > 1, est dite nappe de 
révolution si, et seulement si on peut lui associer un repère orthonormal direct (0 ; i, j, k) de #, tel que 
Z admette un représentant de la forme (1 x R, F} avec : 


Ft, 8) = © + plug + z{t)k, {ug = cos 4i + sin 6j} 


où 1 est un intervalle ouvert de R, et où p et z sont des applications de classe C* de 7 dans R, p ne 
prenant que des valeurs positives. 


Le support # de Æ est ainsi l’ensemble de révolution (au sens du IL7.3.6) dont l'axe est 
© + Rk et dont la demi-méridienne dans le demi-plan d'équations (y = 0) À (x > 0) est le 
support du C*-arc géométrique y représenté par (1,f), avec : 


fG) = O + pi + z()k. 
e Ona: 
Fi=puo+zk; Fo = Pve @) 
D'où : 
Fi A Fo= —prus+ppk;  H = p/p? +77? @2) 
Nous supposerons dans toute la suite que p(t) > O pour tout te I et que l'arc y est régulier (ie. 


que (p', z'} ne prend pas la valeur (0, 0)). Dans ces conditions la nappe de révolution È est régulière 
(H > 0). 


Les lignes coordonnées du point M de Z de paramètre (1, 8) sont le parallèle C, (cercle d’axe 
© + Rk) et la demi-méridienne y4 (déduite de y par rotation); elles se coupent orthogonalement. 
— De (2) on déduit : 


ÿ : 
Ne Tu + & @ 
fo? + 72 fo = 7° 
2° Cônes et cylindres circonscrits. — On vérifie que :” 


— la normale en Mt, 6) contient le point p = © + (2 + pp'/z'}k si z' Æ 0 et est parallèle à 
O + Rk dans le cas contraire; 

— la tangente en M à ya et donc le plan tangent en M à Z contiennent le point 
g=0+(z pz/p}k si p # 0, et sont parallèles à O + Rk dans le cas contraire. 


On en déduit aisément : 


— Pour t donné, la notion de surface conique (éventuellement cylindrique) circonscrite à X le 
long du parallèle C,, engendrée par la tangente à yg en un point qui décrit C,, et représentée par : 


(R2, (6, À) — F4 8) + Mp'ug + z'k)), (où &, p', z' sont fixés). 


— Pour 8 donné, la notion de surface cylindrique circonscrite à Z le long de la demi-méridienne 
Ye engendrée par la tangente à C, en un point qui décrit Ye et représentée par : 


GxR(Qu) > F(86)+ uv (où 8 est fixé). 


— La nappe engendrée par la normale à Z en un point qui décrit C, (resp. ya} est conique ou 
plane (resp. plane} et donc développable. Il en résulte que les lignes de courbure de E sont les 
lignes coordonnées (cf. 3°). 


3° Les formes quadratiques fondamentales. — De (1) on déduit : 


Emp?+z} F=0; G=p 
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D'où la première forme quadratique fondamentale ®,, : 
Fidt + F8 + ds? = (p2 + 72) dr? + p2 de? 
— On calcule ensuite : 
Fh=p'ug+2k;  Fio= pros  Fét= — pug 
D'où : 


p'z" — p'z a 


L = ——; M =0; 
Vr?+7 


et la seconde forme quadratique fondamentale #,, : 


Fidt + Fad0 + (p? + 72)-l(pz" — pr) dr? + pz 462] 


e Les asymptotiques sont ainsi données par l'équation différentielle : 
(p'z" — p"z}) dr? + pr 40? = 0 


et les points hyperboliques correspondent à : pz'{p'z" — p"z'}) < 0. 
e On peut retrouver les lignes de courbure en remarquant que (du fait de F = M = 0) au 


voisinage d’un point qui n’est pas un ombilic (GL — EN + 0), elles sont données par dt d6 = 0. 


e Notons og et ©, les courbures principales respectivement attachées aux tangentes à y9 et à 
C, ie. de directions (principales) RF; et RF4. Un calcul simple donne : 


hutFi êN z z Fr 
Mg) = — = vw = 6 
# Ji  pyorr 
et donc : 
2 
= 


AVES 


Il suffit ainsi de calculer la courbure totale : 


IN M? 2(pa = pa) 
H2 7 ptp°? + 72ÿ 
pour obtenir : 
PT = pr 
MTE T2 


e Les centres de courbure principaux correspondants sont : 


1 
rSie#0: pemtNems (— zu + pk) 


1 ' 
— Sic, #0: namtENeo+(:+ 8) 
Zz 


En po on reconnaît (cf. formules (11} du 2.2.3, 4°) le centre de courbure de yg au point M, ce 
qui était évident a priori puisque y4 est une section normale principale. 

En p, on reconnaît le point d’intersection de la normale en M à ZE et de O + Rk, ce que l’on 
pouvait trouver en remarquant que le centre de courbure en M du parallèle C, est O + zk, et en 
utilisant le théorème de Meusnier, 


4 Loxodromies. — DÉFINITION. — On appelle loxodromie d'une nappe de révolution Z tout 
arc tracé sur X, qui coupe sous un angle constant les méridiens (et donc aussi les parallèles) de Z. 
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L’angle étant noté à, elles sont données (avec la notation du 1°)par la condition (!) (liant 8 et 
t): 
pt d8? = te? afp”? + z?)dr?. 
Elles se déduisent par rotations d’axe Oz et symétrie par rapport au plan xOz (ce qui était 
aisément prévisible) de l’une d'elles, donnée par : 


to 
8 = | —— /p'{n) + 22(u) du () 
2, PU) 
où {€ Î est arbitrairement choisi. 
EXEMPLE. — Loxodromies d'une sphère 
Ici : pt) = acost, z(t) = asint, te R)} 


et (4) s'écrit, en adoptant t, = 0 : 
8=tgaL ( ( + à) 
= tg a Lo ue 
8 Bite 3 3 


t 
ou encore, en posant m = cotga: LE =th 5 


On obtient l'arc [défini en coordonnées cylindriques par : 
p = a/ch mb; z=athm0 


Cet arc a été étudié au 2.2.2, 4°, exemple III (figure 35). L'intérêt des loxodromies de la sphère 
terrestre est qu'il s'agit des trajectoires des mouvements « à cap constant ». 


5° Géodésiques. — On les recherche par des représentants de la forme : 
Gt om = F(,6(), 
(ce qui élimine ceux des parallèles qui sont des géodésiques). 
On a (tous les accents concernant des dérivations par rapport à 1): 
dm 6 k 
— = p'ug + pB'vo + 7! 
à Pue + PUY 
et: d?m 
er (p" — pO?Jue + (2p°0" + pB"}ve + 2°k 


Quitte à effectuer un changement de paramètre admissible, nous pouvons supposer que le 
paramètre est une fonction affine de l'abscisse curviligne, ie. que : 
dm 


al” p?+p#07 +22= 4, (ae R). 
[à 


2 
m 
Les géodésiques s'obtiennent en écrivant que — est orthogonal à la fois à F6 et à F; On 
Re dt 
obtient : 
Cpp'8 + p28" — 0) À (pp" + 22" — pp0?) = 0 
# ; à .. do 
La première de ces équations s'écrit : at 8) = 0. 
La seconde peut être remplacée (compte tenu de la première) par : 


pp" +27" — pp'8? + 6(2pp'8 + p?6") = 0 


(1) Sous forme différentielle : p? 48? = tg° «{dp? + dz?). 
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qui s'écrit : de 
—(p? + 272 + p#67} = 0, 
dt 
ce qui est toujours vérifié. 
Les géodésiques sont donc données par le système d'intégrales premières : 


pa-c][@) +° (7 +0) -+] 


avec, en outre, la condition : (p’, z’) ne prend pas la valeur (0, 0), qui exprime la nécessaire régularité 
de la demi-méridienne y (C et a sont des constantes). 

Du point de vue de la cinématique, on constate que l'on a écrit qu'il s’agit d'un mouvement 
uniforme, qui respecte la loi des aires (celle-ci traduisant le fait que le « vecteur accélération est 
dans le plan méridien »). 

On constate que l’on obtient, en particulier, les mouvements uniformes sur les demi- 
méridiennes. 

— Achevons le calcul dans le cas où # est la partie z > 0 du cône de révolution d'axe 
© + Rk et de demi-angle au sommet &, (0 < & < 7/2}, ie. dans le cas où : z = pcotgu. 

Les fonctions 8(r) et p{t) sont données par le système différentiel 


49 1  fàp\ d8\° 
[s d& « à E (©) KP () : #] 9) 


d 
avec la condition : . ne prend pas la valeur 0. 
£ 


On obtient les projections des géodésiques (autres que les génératrices rectilignes) sur le plan 
xOy, sous la forme p = p(8} en éliminant formellement dt entre les équations (5) soit : 


1 (&) 1  & 
EC) 
p# sin? à \d@ pi €? 


cars 1 écre æ& 
ce qui Sécrit : —— + 1/ Fes 
sin? œ ( d8 «p) c? 


et fournit les solutions : 
€ 1 
a 


— 8, ER. 
cos ((8 — 8,) sin «) 


p= 


À une similitude près, il s’agit de l'arc : p = 1/cos(8 sin &), que le lecteur est invité à 
construire. Il vérifiera d'autre part que (quitte à faire intervenir des sous-arcs) la condition 


dp 
concernant — n'est pas gênante. 
1 


REMARQUES. — a) En fait nous avons raisonné localement au voisinage d’un point où 
de # 0, quitte à regarder ensuite si des raccords avec des génératrices rectilignes étaient possibles 
t 
(ce n’est pas le cas). 


b) On constate que dans un développement de E sur un plan, les géadésiques se transforment 
en des droites. Ceci s'explique par le fait qu'il existe entre £ et son développement une bijection qui 
conserve la longueur des arcs et que les équations différentielles des géodésiques ne dépendent que 
de la première forme fondamentale. 
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4.2. AIRE D'UNE SURFACE. INTÉGRALE DE SURFACE 


Le programme des C.P. mentionne l'étude d'exemples de 
calcul d'une aire et de calcul d'une intégrale de surface. 
(#, E) est un espace affine euclidien orienté de dimen- 
sion 3; nous ne considérons que des repères orthonormaux 
directs. 

k est un élément de N*U { + oo }. 


Position du problème 


Au sous-chapitre 2.1 nous avons étudié les arcs paramétrés rectifiables de #, et vu que, dans 
le cas d’un arc de Jordan dont le support est inclus dans une droite affine, cette notion généralisait 
celle de longueur d’un intervalle de R (2.1.7 1°, exemple b}. 

En IV.6.5.3 nous avons étudié les parties cubables de R? ce qui, dans le cas de R?, a conduit 
aux parties quarrables et à la notion d’aire (plane) dont nous avons donné des méthodes de calcul 
en IV. 7.3.1. Nous allons généraliser ces dernières notions dans le cadre des surfaces (au sens des 
sous-variétés) d’un espace affine euclidien & de dimension 3, qui, pour des raisons de commodité, 
sera supposé orienté bien que les résultats soient indépendants de l'orientation choisie. 

Comme dans le cas des arcs paramétrés on pourrait envisager de définir l'aire d’une surface 
par un procédé géométrique (borne supérieure des aires des polyèdres inscrits dans cette surface, 
«limite » des aires des polyèdres inscrits lorsque la borne supérieure des diamètres de ces polyèdres 
tend vers zéro); ceci n’est malheureusement pas possible et le lecteur consultera l'exercice 4.38, 
où il constatera que dans le cas d'une partie de cylindre, cette borne supérieure est + co. Nous 
allons donc adopter une définition analytique. 


4.2.1. Aire d’une surface. Intégrale de surface 


1°Notations. — Aux 4.2.1 et 4.2.2, est une surface de # (au sens des 
sous-variétés) donnée, plongée et de classe C*. Æ désigne l’ensemble des 
paramétrisations ici globales de & (définies sur des domaines). 

Mais l'étude reste valable lorsque & est le support d'une C'-nappe 
géométrique Z donnée, régulière et simple. 

Pour (D, FjeX et (D,, F,)eZ, on sait qu’il existe 8e Difi* (D,, D) tel que F, = Foû;ona 
8= y! ° F, où Fet Fi sont les bijections de D et D, sur # induites par F et F,; le jaco- 
bien D(JS) est de classe C7! {et donc continu), de signe fixe 1 ou — 1. 

On reprend les applications C*7! de D et D, dans R: 


Hell AE  Hiel(f} A (Fil 
qui sont liées par : 
Hi = ID(J)H » 8 @) 


À toute partie # de Z on associe les parties X = (F}"1(#) de Det X, —(F,) !(#) de D, liées 
par À =6(X;) 
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REMARQUES. — a) Si X est compact, alors X, = 0"!(X) et #° = F(X) sont compacts 
G112,5./, 5°). 


b) Si X est compact et quarrable, alors X, est compact et quarrable (corollaire du IV.6.5.3, 6°); 
en outre les applications continues H et H; sont intégrables sur X et X, respectivement (corol- 
laire du IV.6.5.4, 2°). 


c} Si H et H, sont intégrables sw X et X, respectivement (ce qui implique que l’on suppose 
que X et X, sont des parties bornées de R?}, alors les deux intégrales sont égales (EV.7.2.2, 1°, 
compte tenu de (1}}. 


2° Notion de partie quarrable de S. En utilisant le 1°, on obtient 
immédiatement les résultats suivants : 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — Soit .#° une partie de 4 (qui pourra être 4 
elle-même). S'il existe | une \p, F)eËZ telle que H soit intégrable sur X, alors, 
pour | toute |[(D;,F,)eZ: 


— ou bien H, n’est pas intégrable sur X,; 
1 g! 1 


— où bien H, est intégrable sur X, et les intégrales de H sur X et de H, 
sur X, sont égales. 


REMARQUE. — Pour ne pas avoir à distinguer deux cas dans ce théorème, il faudrait utiliser 
l'intégrale de Lebesgue, celle de Riemann se prétant mal à l'étude qui nous occupe ici. 


Le théorème permet de poser, sans risque de contradictions : 


DÉFINITION. — On dit que #° € SF est quarrable si et seulement s’il existe 
(D, F)eËZ telle que H soit intégrable sur X. Si cette condition est remplie, 
on dit que Pintégrable double : 


Î dA où dA désigne le symbole |F'{u, v} À Fu, vjl| du do 
X 


est l'aire de #° — que l’on note a(#°) — et que dA est l'élément d'aire. 


REMARQUE. — Le fait que #° est quarrable ou ne l’est pas ne dépend que de la structure affine 
sous-jacente de #; l'aire de #” (si elle existe) dépend en outre (comme la fonction H) de la structure 
euclidienne de #, mais non de l'orientation de &. 


e Une classe importante de parties quarrables de S. — PROPOSITION I. — 
Soit # = #.Si pour une (et alors pour toute} (D, F)eZ, X est une partie compacte 
et quarrable de D, alors # est une partie compacte et quarrable de . 


e Voici maintenant une classe de parties quarrables de 4 qui contient la précédente. 


PROPOSITION IL — Soit #° € 4. Si pour une (D, F}eX, X est quarrable et vérifie XepD {où 
X est l’adhérence de X dans R?), alors #° est quarrable et : 


ax) = Îl dA 


La fonction continue H est intégrable sur le compact quarrable X. On utilise alors le corol- 


laire II du IV.6,5.4 1°. 
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3 Propriétés des parties quarrables de S 


a) Cas où S est incluse dans un plan affine P. — Soit# = $ € P. Moyennant le choix d’un 
«bon» repère, on se ramène au cas où # est R° = R? x R et où # est R? x {0}. On note 
S=Sx{0}et # = K x {0} 


PROPOSITION IIL — Avec ces notations, si K est un compact quarrable de R? d’aire m(K), alors 
# est un compact quarrable de & d’aire m(K), (ce qui est satisfaisant). 

Choisissons (D, F)eZ: on a F={f, f:, (0): l'application f = (fi, f) de D dans R? est C', 
injective, de rang 2 et donc (IIL8.5.5, 3°) f(D) = S est un domaine de R? tel que  induise un 
Ct-difféomorphisme æ de D sur S. 

($, Fi), où F, = Fo æ° ! appartient donc à Z Ona: 


V& yes Fi(x, y} = (x y, 0) 
et donc : Hix, y) = |I(1, 0, 0) À (0, 1, 0} = 1 


Image par F, d'un compact quarrable K, # est un compact quarrable et son aire (calculée 
à partir de {S, F,)est 


Îl H;x, y) dx dy = m(K) 
Le 


b) Conservation des aires par isométrie, — PROPOSITION IV. — Soient 
# € S, quarrable, d’aire a, et f une isométrie (resp. une homothétie) de € de 
partie linéaire o. Alors f(#°) est une partie quarrable de /(), d’aire «24, où 
a = det æ. 


Rapportons # au repère (O; ï, j, k) orthonormal direct et f($) au repère (f(O} à ‘oi, 
œ tp}, a! p{k)} lui aussi orthonormal direct, 

Nous pouvons ainsi identifier 4 [resp. f()] au support d’une nappe paramétrée 
(D, F)[resp. (D, «F}] de R° orienté, Comme F, &F est une immersion et une injection. Les 
applications de D dans R: 


Mans AH et (FX À (a) = a? H 


sont soit non intégrables sur D, soit intégrables sur D et d’intégrales dans le rapport «?. [= 


c) Parties R-négligeables de S. — DÉFINITION. — On dit qu’une partie de 
S est Riemann-négligeable (en abrégé Æ-négligeable) si et seulement si elle est 
quarrable et d’aire nulle. 
Soient # < Set X =(F) ‘(#) où (D, F)eX est arbitrairement choisie. On a : 


PROPOSITION V. — Si X est un compact Æ-négligeable de R?, alors 
# = F(X) est un compact Z-négligeable de 7. 


En effet .# est alors un compact quarrable de #, et, u désignant la borne sur X de la fonction 
H (intégrable et donc bornée}, on a (IV. 6.5.4, 1°) : 


af)<u.m(X) avec mX)=0 Q 


EXEMPLE. — Si X © D est le support d'un C'-arc paramétré compact (1, f) de R?, alors 
# = F(X) est un compact R-négligeable de F. 

L'intervalle compact / de R en est une partie Æ négligeable, et f est M-lipschitzienne avec 
M = sup |f'{0l; d'après IV. 6. 5. 3, 6°, X = f(I) est un compact #-négligeable de R?. Reste à 

LCTS 


utiliser la proposition V. 0 
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En d’autres termes : un C'-arc paramétré compact tracé sur S en est une partie Æ-négligeable. 
Ceci justifie : 


d) Additivité de l'aire. Soïent #, et #, deux compacts quarrables de 7, 
tels que #, NX, soit Z-négligeable; alors #3 LU .#, est un compact de que 
Pon convient de qualifier de quarrable, d'aire a(#,) + a(#). 


4 Notion d'intégrale de surface. — Nous reprenons les notations du 1°, 
en adjoignant à une application f:  — R, continue. 

En reprenant le 2°, en remplaçant H : D > Rpar(foF)xH:D-=—R, 
qui est continue, on constate que l’on peut poser, sans risque de contradiction : 


DÉFINITION. — Soit #° une partie de (qui pourra être # elle-même). On 
dit que l'application / est intégrable sur .#” si et seulement s’il existe une (D, F)eZ 
telle que l'application (f + F) x H soit intégrable sur X = (F)°7'(#). 

Si cette condition est remplie, on dit que l’intégrale double : 


[ SF (u, v)) dA où dA = )jFi{u, v) À Fu, v)|} du du 
X 


est l'intégrale de f sur #. 


C'est ainsi que l'aire de #° est, lorsqu'elle existe l'intégrale sur #° de l'application f : # — R 
qui associe 1 à tout élément de #. 


CAS PARTICULIER. — Si # est une partie compacte et quarrable de S (cf. proposition I du 2°) 
alors l'intégrale de f sur # existe et l’une quelconque des paramétrisations de permet de la calculer. 


4.2.2. Pratique du calcul de l’aire d’une surface 
On utilise un repère orthonormal direct Z = (0: i, j, k). 


1° Cas d'une surface cartésienne, — Soit = supp (D, F) avec 
FG, y)= 0 + xi + yj + 0x, pk 
où f: D +R est de classe C*. 
Dans la mesure où nous savons que # est ici une surface cartésienne et 
donc plongée, nous sommes dans un cas favorable. 
Nous avons calculé au 4.1.7, 2° 
H=/1+p?+g? avc p=f, qg=f;,. 


EXEMPLE. — Dest R?et f(x, y} = axy, aeR*. 
Ici & est un paraboloïque hyperbolique. Étudions la partie #° = F(X), avec : 


X={(xyeRlx?+y <1} 


X est un ouvert quarrable de R? et vérifie X<D. 
D'après la proposition 11 du 4.2.1, 2°, # est quarrable, d’aire : 


a#) = I TE at + y dx dy 
ï 
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Un calcul en coordonnées polaires donne a(#°) = 5 (A + a2)2 — 1). 
2° Cas général. — Ici & = supp (D, F) avec: 
Fu, v) = 0 + X(u, v)i + Yu, v)j + Zu, v)k @ 
L'élément d’aire s'écrit : 
dA = Hu, o) du dv, H = /EG -— F?, 
où : E=IFI  F=(FIF)  G= IF 
s’explicitent à l’aide de (1). 
Il y a naturellement lieu de s'assurer que la nappe paramétrée (D, F) est 


régulière (i.e. que H ne prend pas la valeur O} et simple. 


3° Un cas de simplification. — Revenons à la notation du 2°, dans le cas où 
les lignes coordonnées G, et C,, respectivement caractérisées par u = Cte et 
v = Cte, constituent deux familles orthogonales, ce qui signifie que 
l'application (F;|F;) est nulle et entraîne H = ||F/||.|lF,]. On peut utiliser : 


TA fe 
417 jdu 


; ds 
, IE = do 
où s et o sont des abscisses curvilignes sur les arcs G, et C, orientés. 


EXEMPLE, — Vis à filet carré, 
S est la spire d’hélicoide droit support de (D, F) avec 


D= ]0,2r[ x R* 
et: 
F(u,v) = © + av cosui + av sin uj + buk, 
(a b)eR$ x R*. 


Nous avons vu que les familles des G, (génératrices rectilignes) et des C, (hélices circulaires 
d'axe Oz) sont orthogonales. On calcule : 


= av? + ht; Hu, v) = a fav? + b? 


Nous constatons que la nappe (D, F} est régulière et simple. 

Soit # = F(X}) où X = J0, @[ x J0, 1[ avec 0 < © & 27; X est un ouvert quarrable de R? 
sur lequel H est continue, bornée et donc intégrable; #° est ainsi quarrable, 

L'intégrale de H sur X est égale à celle du prolongement borné À : (u, v) + a /a?v? + b? de 
H à X. L'aire de # est donc: 


ds 


ds do 
de 


du 


CA 


L) î 2 
a du a+ dv = © be Argsh? + 145 
À ; 2 b'b b 


(Sur la figure 53, on a pris © = ñ/2 : quart de spire.) 
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4.2.3. Aire d’une surface décomposable 


1° DÉFINITION. — Une partie S de & est dite surface décomposable de classe 
C* si, et seulement s’il existe une famille finie (7)..; de surfaces plongées (!) 
de classe C# vérifiant les conditions : 


i) Pour tout ie, #, est inclus dans 7; 
ü) Pour tout (i j)e 1? tel que i £j, Sn #,= Q:; 
ïüi) \U #, est une réunion finie de supports de C!-arcs paramétrés 
tel 
compacts. 


On dit alors que (7). est une décomposition de #. 


Dans le cas où est une surface (au sens de 3.3.1} cette définition n’appelle aucune 
observation : décomposable est alors un adjectif qui traduit l'existence d’une famille de 
paramétrisations locales vérifiant des conditions imposées. 

Mais — bien que chacun des #, qui intervient dans la définition soit une surface — ce que 
nous venons d'appeler surface décomposable n'est pas nécessairement une surface (exemple : la 
frontière d’un pavé de #). : 


DEUX EXEMPLES DE SURFACES DÉCOMPOSABLES. — a) Une surface # plongée est une surface 
décomposable qui admet la décomposition (5). 


b} Soient 4 une surface plongée de représentant (U, F), et X un compact de U tel que X\X 
soit, dans R?, une réunion finie de supports de C!-arcs paramétrés compacts. Sous réserve que # 
soit un domaine (ou une réunion finie de domaines disjoints), # = F{X) est unc surface 
décomposable. 


2° Nous admettrons sans démonstration : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit une surface décomposable de classe C*, 


S’il existe une décomposition de #, (S,);.1, pour laquelle chaque & est quarrable, 


(t) L'étude s'étend au cas où les 4, sont les supports de C*-nappes paramétrées régulières et 
simples. 
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alors la somme Ÿ a(£,) est commune à toutes les décompositions de ce type, et 


ler 
on dit que est quarrable, d’aire : 
a(#)= E a(#). 


ter 


REMARQUE. — Sans qu'il soit question de démonstration, ce théorème s'explique par Le fait 
que le support d’un C'-arc paramétré compact de & est une partie #-négligeable de toute surface 
qui le contient (cf. 4.2.4, 3°, c)). 


EXEMPLE I. — Aire d'une sphère S de rayon R > 0. 
Nous savons que # est une surface compacte et donc non plongée. Nous pouvons utiliser un 
repère de façon qu'elle admette l'équation : 


x?+ y? +72 R?=0. 
a) Soit #, = supp (U, F), où U est le domaine : 


U = {(, 8eR?|(— n < p < 7) A(0<8 < n)} 
et où: F(@, 8) = O0 + R sin 8 cos qi + R sin 8 sin oj + R cos Ûk 


(#,} est une décomposition de #. En effet : 


— #, est une C®-surface plongée et , est incluse dans #; 
— P\S, est le support de l'arc paramétré compact {[0, x], f}, avec : 


fé =0-Rsinti+R costk. 
e Comme U est un ouvert quarrable de R? et comme : 
H: (0,0) + 1IF(p,8) À Fée, 0)! = IIFé(o, OH IIFate, EI = R? sin 


est bornée sur U, on constate (4.2.7, 2°) que , est quarrable d'aire : 
Î [ R? sin 8 de d8 = 4rR2. 
‘0 


Il résulte du théorème précédent que 4 est une surface quarrable, d'aire 4%R?. 
b) Montrons maintenant que (% = supp (U, Fiher,2, où U est le domaine : 


U = {{x, y} e Rx? + y? < R?} 


FX» = 0 +xi+ yj+e/R?- x? pk, (= 1,8, = —1) 


est une seconde décomposition de 4. En effet : 


et où : 


— Pour tout ie{ 1, 2}, est une surface cartésienne et donc plongée, incluse dans #; on a 
ANA =D; 


— P\S; LS, est le support du C®-arc paramétré compact ([0, 2x], f) avec 
f{) = 0 + Rcos ti + Rsintj, 


e Ici U est encore un ouvert quarrable de R?, mais les H,{x, ÿ), qui s’écrivent l’une et l'autre 


(x, y) + R//R? — x? — y? sont non bornées, et donc non intégrables. On constate cependant 
que l’on dispose de l'intégrale double impropre (que l'on calcule en coordonnées polaires) : 


R 
Îl ————— dx dy = 27R?. 
CURE y 


4.2.3 AÎRE D'UNE SURFACE 217 
EXEMPLE [LL — Aire de la partie de & définie par : 
C++ =) À (x + (y — 172) < 1/4). 


# est la partie de la sphère $ d'équation x? + y? + 7? = 1 incluse dans «l’intérieur » du 
cylindre de révolution d'équation : x? + (y — 1/2)? = 1/4. 


Fic. 54, 


Utilisant des propriétés de symétrie, nous nous ramënerons (!) au calcul de l'aire de la partie 
S' de # incluse dans le « premier octant », quitte à multiplier par 4 l'aire de ’ (si elle existe). 
L'étude de l'exemple Ia) permet de montrer que #' est une surface décomposable. Elle 
s'applique intégralement à cela près qu'ici : 
U = {(w, 8)e R?|(0 < y < 1/2) À (0 < 4 < p}} 


et que FF, = € LE’ (cf. figure 54). Il en résulte que 4’ est quarrable. Finalement : 


a =a[[ sin 6 d8 dp = 2x — 4. 
u 


3° Angle solide, — Soient S la sphère de centre O et de rayon 1 et & une 


surface décomposabie incluse dans S. La partie C = [J A, de &, où A, 


LT 
désigne la demi-droite d’origine O qui contient m, est dite solide conique associé 
à &. Dans le cas où la surface décomposable # est quarrable, son aire est dite 
angle solide du solide conique C. 
On utilise alors des paramétrisations locales de S de la forme 
( x Ja, B[,F), où Z est un intervalle d'amplitude inférieure à 27, où 
O<a<B<ret où: 


F(9,8) = O+ sin 8 cos pi + sin 6 sin pj + cos 6k (@) 


(*) En utilisant implicitement le fait que le demi-cercle : 
G+2=1)4(x= 0) 4 (> 0 


est le support d'un C!-arc paramétré compact. 


218 MÉTRIQUE DES NAPPES ET DES SURFACES 4.2.4 


On est ramené au calcul d’intégrales de la forme : Î sin 6 dp d@. Des 
A 


compléments seront donnés au 5.6. 6, 2°, à propos du flux. 


EXEMPLE, — Étant donné y e ]0, x/2[, C est l'ensemble des demi-droites d'origine O qui font 
avec O + R, k un angle au plus égal à y. Ici & est la calotte sphérique qui admet la décomposition 
((A, F}}, avec À = ]0,2n[ x J0,yL et F donnée par (1) On dispose de l'angle solide de C : 


a(8) = (I sin 6 4 d8 = 2x(1 — cos ÿ). 
A 


4.2.4. Aire d’une « surface de révolution » 


On utilise un repère orthonormal direct Æ = (O:i,j, k). 

Soit # l'ensemble de révolution d’axe Oz (au sens de II.7.3. 6) dont la 
demi-méridienne € dans le demi-plan Z d’équation (y = 0) À (x > 0) est le 
support d’un C*-arc paramétré (1, f}, simple et régulier, avec : 

f{ = 0 + P(bi+z(k, PH)>0 pour tout tel. 

L'étude de a été amorcée au 4.1.4 : il s’agit du support de la nappe 

paramétrée de révolution ({ x R, F} avec : 


F(t, 8) = O + p(fjus + zik. 


Mic. 55. 


Le calcul du 4.1.4 (en fait l’orthogonalité des méridiens et des parallèles) fournit : 
H(& 6) = p(t),/p"°(0 + 7° 


ce qui nous apprend qu'ici la nappe est régulière. 

e Nous étudions le cas où I est un intervalle compact [a, b], a < b. Notons 
U = ]a, b[ x ]0,27[, et observons que : 

— (U, F|U) est une C*-nappe paramétrée de support 4, € , régulière 
et simple, et même plongée dans le cas où l'arc (I, f} est plongé; 

}S, est la réunion de € et des parallèles des points f(a) et f(b) et donc 
la réunion des supports de trois C7 l-arcs paramétrés compacts. 
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Nous avons ainsi établi que 3 admet la décomposition (,), au sens 
propre si l'arc (4, f) est plongé, et sinon au sens de l'extension de la notion de 
surface décomposable qui figure au 4.2.3, 1°) Comme U est un ouvert quarrable 
de R? sur lequel H est bornée (puisque continue sur U), 


# est quarrable, d’aire [ H(t, 8) dt d8. On calcule : 
ü 


b 
a(S) = 2 | pt) 0266) + 72(+) dt 


a 


En particulier, si le paramètre est une abscisse curviligne, alors : 


s2 


a(S) = 27 Î p(s) ds 


Si 


Mnémotechniquement, on retient dans tous les cas : a(#) = 2n | p ds. 
< 


e L'étude vaut si (1, f) est un arc fermé simple régulier (7\9, est ici la 
réunion de € et du parallèle de f{(a) = f(b). 

e L'étude s'étend par fractionnement au cas où f” s’annule un nombre fini 
de fois et au cas où p prend un nombre fini de fois la valeur O . 


En revanche dans le cas où l'arc (1,f) n'est pas simple, il faut prendre des précautions. 


EXEMPLE I. — Ellipsoïde de révolution. 
On adopte ici : 
1=T- 71/2 7/2] et JE) = O0 + acosti + bsinrk 


€ est le support d’un C®-arc simple ct régulier : on a p{t) > 0, sauf aux extrémités de l’arc, en 
lesquelles p(t) = 0. L'étude s'applique, # est quarrable d’aire : 


7/2 
| a cos t/a? sin? # + b? cos? 1 dt 
7/2 


— Sia > b, c'est-à-dire si Oz est axe non focal de € (ellipsoïde aplati} on pose c = Ve — b? 
et on obtient l'aire : 


+1 


(a, b) = sa 


© 


b? + 
V2 + cu du = me rs Log (=) 
e b 
— Si a < b (ellipsoïde allongé) on pose « = ,/b? — a? et on obtient : 
: ab? € 
s'(a,b)= 4na| JB? — cu? du = 2nl a? + — Arc Se É 
0 [4 


— Si a=b, on retrouve l'aire 4r47 de la sphère de rayon a. 


EXEMPLEIL — Tore à coilier (éventuellement nul). 
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Le lecteur reverra la définition et la figure du I1.7.3.6, 5°. Ici 
1=[0,2#] et f(t = 0 +(a+Roeosthi+ Rsintk (0<R< a) 


€ est le support d'un C°-arc simple fermé régulier; on a p(t) > 0 (sauf en un point si R = a}. 
L'étude s'applique. 4 est quarrable d'aire : 


2x 
2 | (a + R cos t}R dt = 4n?aR 
0 


EXERCICES 


On se place dans un espace affine euclidien orienté &; lorsque l'on considère un 
repère, on suppose qu'il est orthonormal direct. 


4.01. — Nappes PARALLÈLES — Soit 2 une C'-nappe géométrique simple et 
régulière, définie par un représentant (D, F). Pour ae R* donné, on note ZE, la C*71 
nappe géométrique représentée par : 


PR ee 
,(u,v) + Flu, v A ———— (u, v 
IF, à Fi 


Montrer que les normales à Z et Z, aux points de même paramètre (u, v) sont 
confondues. A la classe près, on parle de nappes parallèles. 


4.02. — Rusan DE Môgius. — À partir d'un rectangle açb,cod, (avec |lacboll = 21, 


Ilaodoll = 27R et 0 < ! < R}, on a « tordu » (une fois) et « uni » a, à c, et b, et d,, de 
façon à obtenir le support 4 de la nappe paramétrée : 


8 9 
o=(j-1LITXxR,(,8) 0 + (e + cn }u + tcos = ke 


a) Mont:er que la nappe © est régulière et qu’au point de paramètre {f, 8) elle 
admet le vecteur unitaire normal N(r, 8) tel que : 


N(0, 8) PRE 
, 8) = — cos -u, in — k. 
{ 2. 2 


b} Montrer que # est une surface (au sens des sous-variétés) et que cette surface 
n'est pas orientable : on pourra étudier la variation de N(:, 8), lorsque (+, 6) parcourt 
{0} x [u, & + 2x]. 

c) Déterminer les deux formes quadratiques fondamentales en un point de #. 


4.03. — Les notations étant celles du 4.1.1,2°, montrer que la matrice de 
l'endomorphisme de Weingarten de Z au point M, dans la base Æ,,, est : 


X 
F G M N 
4,04. — Soient £ une C'-nappe géométrique simple et régulière (& > 2),et(D, Fjun 


représentant canonique, ie. tel que les arcs coordonnés soient des lignes de courbure (on 
admet sans démonstration l'existence de tels représentants). 
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a) Les fonctions courbures principales sont notées ©, et o,, de façon que 
N,=—0o,F, et N,=-0o,F, 
Montrer qu’en tout point de Z qui n’est pas un ombilic ona: 


Lu, v) = o,{u, v)E(u, v); Nu, v) = o{u, v)G{u, »). 


b) On suppose en outre que k > 3 et qu'aucun point de E n'est un ombilic, 
Établir : 
E: E' 
F" Su y trs F' N 
ME gt 


et deux égalités analogues. En déduire les égalités : 


ê ê 
ALN = —2(E,, + Gr) + Gr Log (EG) + Ba Log (EG) 
u t) 


Bo ei 7 au 


c) On suppose en outre qu'en un point (u4, va) de U tel que o, (to, vo) > G,(Uo, Do), 
la fonction o, atteint un maximum et la fonction o, atteint un minimum. Montrer que 
la courbure totale de £ au point de paramètre {u,, »,) s'écrit : 


E’, + G/, 
EG (os Vo) 


et qu’elle est négative (au sens large). 


405. — Courbure moyenne en un point de la nappe définie par : 
x =shvcosu, y = shusinu, Z=u. 
4.06. — On cherche les nappes de révolution qui sont des surfaces minima (ie. des 


nappes à courbure moyenne nulle). 
a) Montrer qu'une solution est la nappe (caténoïde) représentée par : 


(R2,(18) + O + chtug + tk). 
b) Montrer qu'inversement toute solution est une sous-nappe de caténoïde. 
4.07. — On cherche les nappes de révolution en tous points desquelles la courbure 


totale est égale à — 1. 
a) Montrer qu'une solution est la nappe (pseudosphère) représentée par : 


1 
(R£ x R, (1,8) mO+aiuet+ (th ok). 


b) Étudier la réciproque. 
c) Trouver les géodésiques d’une pseudosphère. 
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4.08. — Soit 3 la surface d’équation : 
xG? — y? + 22) + ayz = 0. 


Le plan d'équation y = mx, me R*, coupe & suivant la réunion de Oz et d'une 
courbe &,, Etudier comment varie, avec m, le centre de courbure en O à € 


4.09. — Lieu des centres de courbure principaux de l’ellipsoïde 4 d'équation 
Xe? + pb? + 22/2 — 1 = 0 


en un point qui décrit la section de 4 par le plan d’équation z = 0. 


4.10. — Asymptotiques de la surface engendrée par une parabole tournant autour 
de sa directrice. * 


4.11. — Asymptotiques d’un tore à collier nul. 


4.12. — a) Asymptotiques et lignes de courbure de la nappe paramétrée définie 
par: 


X = a (cos v + u sin v), ÿ = a(sin v — ucos v} 2 = bfu + v) 
(, b) e (Rt)?. 


b) Même question pour la surface d’équation z = Log cos x — Log cos y; on 
vérifiera en outre qu'il s'agit d'une surface minima. 


4.13. — Asymptotiques des nappes paramétrées définies par : 
X=u—v, y = u? + v?, z=u? —v; 
X = u COS D, y = usin v, z = acos 2»; 
x=(1+#)che, y=(1-u)she, z=u; 
X=COS #—vsin 4, y=sin w+vsin w, Zi= enr 
X = sin 4 Cos v, } = sin # sin v, 2 = cos u + Log (tg u/2); 
x = {1 + ujcos», y = (1 - u)cos pr, z = y(l + cos u cos b). 


4.14. — Soit 4 la surface d'équation : 2x? — 3xy + z = 0. 
a) Contour apparent pour la direction Rk; b) Asymptotiques. 


4.15. — Asymptotiques de la nappe engendrée par une droite qui coupe Oz sous 
l'angle x/4, et rencontre la « courbe» d'équation : 


G = 0) À (22 + y?) — x? = 0) 


4.16. — Asymptotiques des surfaces d'équations : 
2z= xp;  2=Log(x?+p}; x+p+z=l 
zx? + yat; 24{x2 + y?) = at 


4.17. — Soit Z une C*-nappe géométrique régulière orientée et M un point de £ 
par lequel passent deux asymptotiques. Calculer leurs torsions en M, en fonction de la 
courbure totale. 


4.18. — On donne deux intervalles 1 et J de R, deux applications U : I — E et 
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V:J —E de classe C2, et un point (4, ,)€ [ x J. Pour ie N, on note Z, la nappe 
géométrique représentée par (1 x J,m;), où mu, v) s'écrit : 


0 + U(u) À Vo) + | Vu) À V'(0 de — [vo À U'( dt 


bo Uo 


et où 
ml, v) = mu, v) — 2U(u) À Vo). 


a) Déterminer la normale à X, au point m;(u, v) 

b) Déterminer les asymptotiques de EX. 

c) Vérifier que, pour tout (u,v)e1 x J, la droite Aff(m,u, v), m,{u, v), notée 
Alu, v), est tangente à Z, et E,. Montrer que, lorsque les champs vectoriels U etV sont 


unitaires et de classe C°, les Au, v) sont les normales d'une famille de surfaces 
parallèles (cf. exercices 4.01). 


4,19. — On considère la nappe paramétrée définie par : 


. ; ; b+ /b?-u? 
X = u COS v, ÿ = usin», 2= a+ bu — b Log —— 
u 


a} Montrer que les arcs C,, v = C*, sont plans et que leurs plans coupent la nappe 
sous des angles constants. 


b) Déterminer les lignes de courbure et les rayons de courbure principaux. 
c) Déterminer les asymptotiques, leur courbure et leur torsion. 


4.20. — Soit  l'hélicoïde droit d'équation : y cos z — x sin z = 0. 

a} Déterminer les formes quadratiques fondamentales et montrer que les rayons de 
courbure principaux au point de coordonnées {x, y, z) sont égaux à + (x? + y? + 1). 

b) Déterminer les lignes de courbure. 


4.21. — Soit F un C?-arc plan régulier tracé sur une C?-nappe régulière Z. Si la 


normale à Z le long de T fait un angle constant avec le plan de F, alors Fest une ligne 
de courbure de Z, 


422 — Trouver les arcs réguliers tracés sur le paraboloïde hyperbolique 
d'équation xy = az, tels qu’en chaque point la tangente soit une bissectrice des deux 
génératrices de # qui contiennent le point. 

En déduire les lignes de courbure de #. 

4.23. — Lignes de courbure de la surface d’équation : 

a) z = Log (cos x cos }}; b) Ax? + By? + Cr? = 1, ({4BC # 0) 
4.24. — Soit f:1—1R, de classe C! (1 est un intervalle de R). Déterminer les 
asymptotiques et les lignes de courbure de la nappe paramétrée de révolution 
a={xR, (6,8) — O + plus + z(k) 
où : 
p(t) = f'( sint — f{) sint; 2( = S'(0 cos t + f() sint 


Déterminer f pour que par tout point de © passent deux asymptotiques 
orthogonales. 
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4.25. — Déterminer les géodésiques de la nappe définie par : 
u u 
a) x = cos u cos v, ÿ = cos u Sin, z2= ant — cos ) 


(Ce sont des arcs fermés; les rectifier); 
b} x = vcosu; y =vsinu; z = 0u; 
co) x? + y? - 2pz= 0. 


4.26. — Soit Z une C*-nappe géométrique régulière orientée (k > 2). 
a) Un arc de E qui en est à la fois ligne de courbure et géodésique est plan. 


b} Un arc bi-régulier plan de X qui en est une géodésique en est aussi une ligne de 
courbure, 


4.27. — Soient Z une nappe conique de sommet O, et TI une géodésique de Z autre 
qu’une génératrice. 


a) Montrer que la projection de © sur les tangentes à F sont équidistantes de O, et 
qu'elles engendrent une développante de F. 


b) Montrer que, sur TL, y/c, rapport des fonctions torsion et courbure, est une 
fonction affine de l’abscisse curviligne. 


4.28. — Courbure moyenne, courbure totale et géodésique de la nappe définie par : 
1 
x = thu cos v, y=thusine, 2e, + Logtthu/) 
chu 
4.29. — Soit # le tore à collier engendré par la rotation autour de Oz du cercle 
d’équation : 
( = 0) À (x — a} +27 = R?), R = asino, &e ]0,7n/2{ 


a) Trouver les courbes de qui coupent les parallèles sous l'angle donné f. 
b) Montrer que, pour B=4@4 on obtient des cercles qui se projettent 


orthogonalement sur le plan z = © suivant des ellipses de foyer O (cercles de 
Villarceau). 


c) Montrer que, pour tg B/tg « entier, on obtient des arcs fermés simples. En 
déduire que sur tout tore à collier existent des arcs fermés simples sur lesquels la torsion 
ne s’annule pas. 


4.30. — Loxodromies d'un paraboloïde de révolution. 


4,31. — Déterminer une nappe de révolution d’axe Oz dont les loxodromies se 
projettent orthogonalement sur xOy suivant des paraboles de foyer 0. 


4.32. — Montrer que l’arc paramétré (R,f}, où 
fo =0+ (ossi + sinrj + shrk), 
€ 


est une loxodromie de nappe de révolution. 
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4,33 — Hélices relatives à la direction Rk tracées sur : 

a) un paraboloïde de révolution d’axe Oz; 

b) une sphère de centre O; 

c) le cylindre d’équation z? = 2py; 

d) une nappe de révolution z = f{p) que l'on déterminera de façon que les hélices 
se projettent orthogonalement sur xOy suivant les développantes d’un cercle de 
centre O; 

e} le cylindre de section droite {z = 0) À (p = ae”); étudier, dans ce cas le lieu 
des centres de courbure à l'une des hélices trouvées. 


e Les quatre exercices suivants font intervenir des surfaces, au sens de sous-variétés 
de dimension 2 de #. 


4.34. — a) Soient # une surface connexe de classe C*{(k > 2), et S’ une surface 
fermée non vide de classe C*, incluse dans 4. Montrer #' = #. 

b} Soit # une surface orientée, compacte et connexe, de classe C'(k > 3), dont 
tous les points sont des ombilics. Montrer que 4 est une sphère. 


435. — Soit # une surface compacte orientée, de classe C*{k > 2). Montrer que 
admet au moins un point elliptique. 

On considérera un point fixe b de & et on montrera que la fonction m + [ibm]? 
admet un maximum sur , atteint en un point a tel que b appartienne à la normale en a 
à #; on étudiera les centres de courbure principaux en a. 


436. — Soit # une surface orientée, compacte et connexe, de classe C*{k > 4) à 
courbure totale constante, 


a) En utilisant l’exercice 4.35, montrer que la courbure totale est strictement 
positive. 

b) En utilisant l'exercice 4.04, montrer que tous les points de 4 sont des ombilics 
et en déduire que 4 est une sphère (cf. exercice 4.34). 


437. — Soit # une surface orientée, compacte et connexe, de classe C*{k > 4), à 
courbure moyenne constante et à courbure totale strictement positive. Montrer que & 
est une sphère. 


CALCUL D'AIRES, 


4.38. — Dans R° muni de sa structure affine canonique, on considère la partie de 
cylindre de révolution € d'équation : 


(2 + y = RA(<z:< a), (a, R) e (R*}2. 


À tout (n, p}e(N*)? on associe la famille de triangles «inscrits dans  » par le 
procédé suivant (le lecteur fera une figure en projection sur xO y) : on partage le cylindre 
en # morceaux de hauteur commune a/n en le coupant par des plans de cotes ka/n, 
keN,. Pour chacun des morceaux, on note C et C les cercles qui le limitent et C” le 
cercle médian. 

— Dans C on inscrit un polygône régulier de 2p côtés, de sommets consécutifs 
a, ..., 47, (On note 42,41 = @). On en déduit un polygône régulier b,, ..., b,, inscrit 
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dans C” par rotation d'angle x/2p autour de Oz, suivie de translation &/2nk, On dispose 
ainsi des 2p triangles a,a,,,b; et des 2p triangles bb;,,a;; on obtient 4p nouveaux 
triangles par symétrie par rapport au plan de C”. 


a) Montrer que la somme des aires des 8np triangles ainsi inscrits dans est : 


E1( = 8npR si ee fa + 4R? sin — 
À sin sin 
n, p) npR si 7 Var æ 


b) Calculer: lim æ{p,p} ct lim æ4(p?,p}) 
p+o pe+o 


c) Calculer l'aire de € au sens du 4.2.4. 


4,39. — Soient 4 une surface plongée de #, euclidien, O un point de #, et 6 le 
plan tangent en O à #; r désigne la projection orthogonale de #; sur %. 

A tout compact quarrable #° de # qui contient O, on associe son aire a(#°), 
supposée non nulle, et son diamètre &{.#"). 

a) Montrer que, pour ô(#") assez petit, x induit une bijection de #” sur r(#°} et que 
celui-ci est un compact quarrable de @ dont on désigne l'aire par m(n(#}. 
b) Montrer que : 


do AE 
5-0 M(T(X")) 


440. — Soit # une sphère de rayon 1. 


a} On considère un « fuseau » de #, Le. la partie comprise entre deux demi-plans 
limités par un même diamètre de 4 ; on note «€ [0, x] l'angle de ces deux demi-plans. 
Montrer que le fuseau est quarrable, d'aire 2x. 

is 

b) On considère trois points a, b, c de # tel que (Oa, Oc, Oc) soit un système libre 
et on définit le « triangle sphérique », ensemble & des points me # tels que la demi- 
droite Om soit intérieure au trièdre défini par les demi-droites O4, Ob, Oc. 

Désignant par @, B, y les « angles » de &, ie. en chaque sommet l'angle des demi- 
tangentes aux « côtés», montrer que & est quarrable, d’aire & + 8 + y —n. 


4.41. — Calculer les aires des parties de surface ainsi définies : 
— Surface conique de sommet O, de directrice d'équation : 
G= p} A (y — 2px = 0) 


limitée par la directrice et deux génératrices ; 

— Partie d’un tore de collier nul engendré par un cercle de rayon a tangent en O à 
Oz, qui se projette orthogonalement sur xOy en l’intérieur de la cardioïde d'équation 
p = a(l + cos 8); 

— Surface engendrée par un cercle tangent en © à Oz, s'appuyant sur la demi- 
lemniscate 


& — 0) À (p = a/cos 28), oe[-55 


44 


— Surface engendrée par une arche de cyloïde en tournant autour de sa base; 
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— Partie de la surface d'équation x + y} — 3z = 0 qui se projette 
orthogonalement sur xOy en (x > 0} À (y > 0) À (x + y < 3). 

— Surface de révolution engendrée par un arc de développante de cercle en 
tournant autour d'une tangente de rebroussement, 

— Surface de révolution «engendrée par la rotation autour de Oz de la nappe 
paramétrée définie par : 


x=acos tr, y=asint, z—acos tr: 


— Surface de révolution engendrée par la rotation autour de Ox de la boucle de la 
courbe d'équation : 


= 0) À (2? — afx? — y?) — 0); 


4.42. — Déterminer, par sa demi-méridienne € dans le demi-plan (y= 0) À (x > 0), 
une surface de révolution  d’axe Oz telle que, pour tout (m, m'}e#? l'aire de la zone 
engendrée par l'arc mm’ soit proportionnelle : 

a) Au volume du «solide » limité par 4 et les parallèles de m et m'; 

b) à la longueur de la projection du segment [m,"”'] sur Oz. 
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INTÉGRALE ; 
D'UNE FORME DIFFÉRENTIELLE 


Ce chapitre S et, en particulier, le sous-chapitre 5.6 
consacré à l'analyse vectorielle, traitent essentiellement 
de l'application des mathématiques à la physiqu. Les 
programmes de mathématiques des C.P. ne prévoient que 
l'étude des sous-chapitres 5.2 et 5.3 qui n'exige que les 
connaissances sur les formes différentielles de degré 1 
déjà acquises aux TIL.8.1.7, 20°, IIL.8.1.5, 4° er IV.4.3.1. 


5.1. FORMES DIFFÉRENTIELLES 


5.1.1. Formes différentielles de degré p 


1° Rappels. — Étant donnés un R-espace vectoriel E de dimension finie 
n > 1 et un entier p > 1, nous disposons de æ,(E), R-espace vectoriel des 
formes p-linéaires alternées sur E (1.10.4); l'étude faite alors, étude à laquelle le 
lecteur est prié de se reporter, nous a montré que «7,(E) est de dimension finie. 
Ainsi, tout comme E, æ,(E) a une unique structure topologique d’e.v.n, et 
dans toute la suite du chapitre E et «7,(E) sont munis de cette topologie. 


2° DÉFINITION. — Soient U un ouvert de E et k un entier naturel ; on appelle 
forme différentielle de degré p, définie sur U, de classe C*, toute application de 
classe C*, de U dans &,(E). En abrégé, on parlera de C*-forme différentielle de 
degré p définie sur U et on notera OQ5(U) l'ensemble des telles formes. 


Rappelons que pour p = 1, æ#,(E) est le dual de E, que pour p>#, 
4 ,(E) est réduit à zéro; ce dernier cas ne présente donc que peu d'intérêt. 


ConvEnTION. — Nous introduisons pour p = 0, Qç(E) = R; ainsi QŒ(U) 
est l'ensemble des applications de classe C* de U dans R. 


ProPOsITION. — Â(U) est un R-espace vectoriel. 


Il est trivial de vérifier que Qf(U) est un sous-espace de æ (E). 


3° Produit extérieur de deux C*-formes différentielles. — Soient à et B 
deux éléments respectivement de Œ@(U) et Q{U). D'aprés [104 nous 
disposons d’une application de æ#,(E) x «/,(E) dans &,,,(E), le produit 
extérieur d’une forme p-linéaire alternée par une forme g-linéaire alternée, 
qui est bilinéaire continue donc de classe C° (tous les espaces sont de 
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dimensions finies). Pour tout xeU nous disposons ainsi de l'élément 
ax) À B(x) de æ,,,(E), et, par composition, il est évident que 
X + ax) À B(x) est une application de classe C*; nous pouvons ainsi poser : 


DÉFINITION. — On appelle produit extérieur des formes a et f, et on note 
x À B la C“-forme différentielle de degré p + q : 


x + (x À Bjéx) = a(x) À B(x) 


REMARQUE. — En toute rigueur, conformément à 1.194, dans ce qui précède p et q sont au 
moins égaux à 1. En réalité il est bien évident que la convention faite permet de définir le produit 
extérieur des formes dans les cas p = 0 où g = 0; on remarque d'ailleurs qu'alors l'application 
utilisée de æO(E) x æQ(E) dans w4(E) est tout simplement la multiplication de l'élément de 
S#{E) par le réel de #70(E) si bien que lorsque f : U — R est une application de classe C* on 
notera f. B au lieu de f À PB la C* forme différentielle de degré q, x + f(x)B{x). 


Propriétés. — Utilisant 110.4 le lecteur établira sans difficulté : 

e l'application (a, B) — a À B de QU) x QU) dans M, {U) est 
bilinéaire. 

eo Pour tout (a, B) de Œ{U) x Œ(U): «A B=(— 18 4 0. 

© Pour tout (a, B,y) de QU) x D (U) x Œ(U) : 


@ABAay=ant(B a y. 


4° Décomposition dans une base. — Nous éliminons les cas p = 0 et 
p > n (où æ,(E) est soit R, soit réduit à {0}) et nous supposons 1 < p < n. Si 
E est muni d’une base e = (e,,...,e,) nous disposons d’une part de 
e* = (ef, ...,e*), base de E* duale de e, d’autre part d’une base de «,(E) 
constituée des C? éléments (d,),.s, avec d, = eg À‘: À eëwy Où P est 
l'ensemble des applications strictement croissantes de N, dans N,. 

L'étude des e.v.n. de dimension finie nous apprend que la donnée de 
a e (U) équivaut alors à la donnée de C? applications, (x,),. de U dans R, 
de classe C*, vérifiant : 

VxeU ax) = À  af{x)ehn À °°" À eo @) 
pe? 

Remarquons alors que pour tout o nous disposons de l'application de E dans 
A(E) X > éën À "7 À ef qui en tant qu’application constante est de 
classe C® donc de classe C* pour tout k. Si, par abus de langage, nous notons 
cette application ef À A eë,, et si nous en prenons la restriction à U 
(ceci quel que soit l'ouvert U), nous pouvons considérer en) À ‘'' À eu 
comme un élément de QÉ(U), et (1) peut alors s’écrire : 


—_ de * 
= D CAT) À À El) 
ve? 


décomposition de & comme combinaison linéaire à coefficients dans R des 
éléments (en À *‘' À olocs de Œ(U) 
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REMARQUE. — En termes algébriques nous venons d'exprimer que {U) est un module sur 
l'anneau RŸ, admettant pour base la famille (Gus À 777 A eébloco 


EXEMPLES. — a) Prenons R° et les notations classiques x, y, z. 
Une forme différentielle de degré un s'écrit : 


a = fdx +gdy + hdz 
Une forme différentielle de degré deux s'écrit : 


a = f dy À dz + gdz À dx + h dx À dy 


(ie lecteur notera que l’on utilise dz A dx au lieu de dx À dz et que l’on ordonne la base par 
(dy À dz,dz À dx, dx À dy)). 
Une forme différentielle de degré 3 s'écrit : 


a = f dx À dy À dz 


où f (resp. g, resp. h) sont des applications de classe C* de U dans R. 
b) Sur R”, une forme différentielle de degré n s'écrit : 


a = fdx, À 1: A dx, 


avec f: U — R de classe C* 


Sous la forme décomposée à — Ÿ a, d,, les opérations d’addition et de 
pEeP 


produit par un réel dans S{U) sont évidentes. Il en est de même du produit 


fe, pour f: U — R de classe C“, qui s'écrit fx = Y (fa) d,. En ce qui 
pe 

concerne le produit extérieur & À fi, si l'élément à de Œ{U) est décomposé, si 

l'élément B de Œ(U) est décomposé (pour 1 <p <n et 1<gq<n), la 

bilinéarité nous conduit au produit extérieur : 


* M6 * * rot 
egu) À À eg À Eu) À À Eÿ 


où œ (resp. 1) est une application strictement croissante de N, (resp. N,) dans 

Cet élément de æ,,,(E) est nul dès que les p + q entiers de N,, 
(1), ..., o(p} (1), ..., {g) ne sont pas tous distincts. Dans le cas contraire, 
une permutation © les ramène à un ordre strictement croissant et, les notant 
alors o(1) < ‘‘:: <o(p+gq,ona: 


Xe EEE * C3 PÈRE * = * ss À 
Egtn À À Ep À Eytn À À ia = Ecbau) À À EGp+a) 


et eëu À ‘'" À 662 est un élément de la base canonique de «,,,(E). On 
obtient ainsi facilement la décomposition de & 4 fi. 


EXEMPLES. — a) Soient U un ouvert de R*et (resp. g) une application de classe C**! de U 
dans R. On dispose déjà des deux C-formes différentielles de degré un: 


G ô à à à à 
8f = À ax + Lay + Lg et àg = dx + Pay + 7 


dz 
êx êy êz ôx êy ôz 
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On a la C*-forme différentielle de degré deux : 
df À dg = @ #_#), A dz 


êy Ôz 6z dy 
èf à of à of à ôf à 
+ + -##)a A dx + (x _ 28) ax A dy 
Ôz Ôx Ôx &z ëx dy y ôx 


b) Soit U un ouvert de R* et f, g, k trois applications de classe C**! de U dans R. On a la C*- 
forme différentielle de degré 3 : 
D(S 9, h) 
D(x, p,2) 


df À dg À dh = dx À dy À dz 


5° La différentielle extérieure. — U étant un ouvert de E nous utilisons 
l'ensemble des CÂ-formes différentielles sur U constitué par la réunion des 
espaces (U) lorsque p décrit N. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Étant donnés un ouvert U de E et un entier 
k > 1, il existe une unique application d de l’ensemble des C*-formes 
différentielles sur U dans l'ensemble des C*”!-formes différentielles sur U 
vérifiant les conditions suivantes : 


i) la restriction de d à Œ(U) est une application linéaire de Q{U) dans 
(0); 
ii) pour « e (U) et Be Œ(U) : 
de À B) = da À B + (— 1}7x À dB; 
ii) si f : U —'R est de classe C* (f e (U)), df est la différentielle de f; 
iv) si f: U — R est de classe C“*'(f Et (U)) d(df) = 0. 


Cette application d est appelée différentiation extérieure. 


Unicité. — Soit d une application satisfaisant aux hypothèses; 
e —(e,,...,e,) étant une base de E, d’après 4° nous disposons de la 
décomposition : 
a = À degu À ‘À 6 
ee? 


ay: U — Rest de classe Cf, et d’après iii), du, est la différentielle de &,, 
L'utilisation de i) et ii) entraîne : 


du = À déaeïn À *:: À ek) 
ge 
avec: 
démegn A 7" Age) = da À 8$nA * "7 AG + ad [GTA AT) 
(ici nous utilisons le fait que e%u, À *** À eÿ,est considéré comme élément de 


CU). Or pour tout i, 1 < à < n, e* est l'élément de (U), x + ef qui est la 
différentielle de l'application de U dans R; x + x, (application i-ème 
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composante); cette dernière application, qui est de classe C®, est en particulier 
de classe C**1 et d’après iv) d(e*) = 0. Par récurrence on déduit : 


déeëm À °°": ep) = 0 
et donc nécessairement : 
du = Ÿ da, À en À °°: À ln (1) 
pe? 


O 


Existence. — E étant toujours muni de la base e; nous définissons d par la 
formule {1}; nous constatons déjà que si ae (U), due M7 1(U). 

i) et ii) se vérifient facilement et le calcul est laissé au lecteur. 

iii) résulte de la définition de do. 


Quant à iv), comme f est de classe C**! avec k + 1 > 2, elle résulte de 
l'égalité : 
e?f &f 

V(i,j)e N? _ théorème de Schwarz). 

GpeN ôxôx,  ôxôx, SEE } 
Ainsi (1) définit bien une application de l’ensemble des C'-formes différentielles 
sur U dans l’ensemble des C*”!-formes différentielles sur U vérifiant i), ii), ïüi) et 
iv). Notons que l’unicité assure le caractère intrinsèque de d bien que sa 
construction ait été effectuée grâce à un choix de base de E. O 


REMARQUES. — a) En toute rigueur (1) ne définit d que pour 1 < p < n, conformément aux 
décompositions du 4°. En réalité pour p = 0, la définition de d est assurée par ili}; pour p> n, 
QU) — {0} et donc la restriction de d à LX(U) est nulle. 


b} Le lecteur pourra vérifier que l’on peut obtenir d par le procédé intrinsèque suivant : pour 
æ EU) « en tant qu'application de U dans s7,(E) est différentiable (car k > 1), et notant ici sa 
différentielle «, on dispose de & : U — S(E, # (E). 

Pour tout x eU, pour tout (y, ...,y,} de E?*' on pose : 


Ê 
du(x). (os 9) = 2 (— 1 ().Y) Vo + Vin Vis eY) 
io 
Ce procédé conduit malheureusement à des calculs compliqués pour vérifier i), ü), ii) et iv). 


Les propriétés essentielles de l’application d sont contenues dans la 
définition même de d. Notons en outre une relation importante, conséquence 
de ii): 

VSeM(U) Vue QU)  d(fa) = df A à + f.du 


En pratique, pour «e£%{U), le calcul de da se conduit grâce à la 
décomposition de a, en utilisant la formule (1) et évidemment chaque élément 
de Ai (U), da, À en À **: À eët est alors à réexprimer dans la base de 
1 (U). 


EXEMPLES. — 4) Dans R?, avec les notations classiques, si 4 = P dx + Q dy est un élément 
de C(U), P et Q étant deux applications de classe C* de U dans R, alors : 


(& êP ) (2 Le] ) 
da = dx + dy} A dx + dx + dy} A dy 
êx ôy êx dy 
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êx y 


à 2P 
2 Var A dy. 
b} Dans RÂ, si « — P dx + Q dy + R dz est un élément de (U), P, Q et R étant trois 


et donc : 
du = ( 


applications de classe C* de U dans R, alors : 
è ôP 
0 } A dy 


êP ÔR 
dz À dx + 
x y 


êR 8Q 
=(— - —}dy 4 d+{— - — 
ôy à êz ôx 
— Sia= fdy À dz + gdz À dx + hdx À dy appartient à Œ(U) alors 
êh 


à, 8 
dam (0048 4 Pac x ay à de 
êp ëz 


5.1.2. Image réciproque d’une forme différentielle 
par une application 
1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E et F deux espaces vectoriels de 


dimensions finies, U un ouvert de E, V un ouvert de F, o: U — V une 
application (!) de classe C** ! et «& un élément de ®(Y). Pour tout x € U on note 


*(a)(x) l'application de E? dans R définie par : 


2x) ++ alph)].(dp(x).xs -.., dp(x).x,); 


(EST 
cette application est une forme p-linéaire alternée. 
L'application g*(o) : x ++ p*(a(x) est un élément de C(U) qui est appelé 
image réciproque de la forme différentielle « par l'application @. 
— Notons d'abord que, pour x e U donné, l'application 
Ru... x)  (dp{x).x1, ..., d(x).x,) 


de E° dans F? est linéaire. Il en résulte par composition, que l'application 
p*(aX{x) est p-linéaire ; elle est manifestement alternée. D'où p*{a){x) € .æ,(E). 
— Ceci acquis, il résulte trivialement des hypothèses sur @ et à que 


l'application @*(o) : U —+ æ,(E) est de classe C* 
REMARQUES. — a} Si f: V — R est un élément de %(), alors @*(f) = fo. 
b) Si a: V — F* est un élément de (M, alors : 


VxeE  g{o(x) = alo(x)] e dofx). 


c} Pour «e M{V) et p: U — V de classe C*,k'> 1, on peut utiliser cette définition ; alors 


g*bdeQf (U), où k° = min(k, k' — 1). 


() En fait @ est une application de U dans F, à image dans P. 
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2° Propriétés. — Les notations de 1° étant conservées, on établit sans 
difficulté les propriétés suivantes : 
a) à + g*(a) est une application linéaire de Q(V) dans Œ(U); 
b) Pour tout (a, fe @(7) x Qi), pX(a À PB) = p*(o) À p*(B); 
c) Si f: V + R est de classe C*, pour ue Œ(U) : 
p*(fa) = (fo p)p*{a): 


d) Si E, F, G sont trois espaces de dimensions finies, U, V, W des ouverts de 
E,F,GeŒq:U — V,w:V = W des applications de classe C**! alors pour 


tout a de QE yo po) = p'LV* (al 
3° Calculs pratiques. — En pratique E et F sont munis de bases 
respectives e = (e,,...,e)etf = (f,...,f,); @, application de classe C**? 


de U dans V, est donnée par ses m applications composantes : 
m 
x + q{x) = L CTÉSTR 


où les p; sont des applications de U R de classe C**1, Pour je, fixé, 
nous pouvons déjà considérer le cas où « est f*e @(F). Par définition : 


VGNEUXE p*(f})x).r = 7, dp(x).y> 
= dp;{x).y 


Ainsi : @*(f*) = dy; En utilisant b) et une récurrence on déduit : 
Xi À 77 A Lo) = dom ASERUA deu 


et donc, si Q désigne l’ensemble des applications strictement croissantes de N, 


dans N,, pour & = PRET A Afiÿp PAT utilisation de c): 
= 


p*() = À (y op) dun À 7 À dpyy 
ve 
ce qui ramène le calcul de p*{a) à des calculs de différentielles et à des produits 
extérieurs. 
EXEMPLES. — Sur chaque ligne est donnée la forme « et son image réciproque @*(«). 
a) Par utilisation de @: R? — R?, (r,8) + (x, y} avec x = r cos 0, y = rsin8: 
P dx + Qdy... (cos 0.(P ° p) + sin 8.(Q co)}dr +(-—rsin6.(P op} + r cos 8.(0 © @)) d8 
xdx +ydy...rdr 
x dy — ydx ... r? d6 
Pdx À dy... (P ooj.r dr À d6 
b) Par utilisation de @ : R° — IR, (r, 0,2) + (x, y,z) avec x = rcos 6, y =rsin6 : 


Pdx À dy À dz...(P owr dr À d8 À dz 

c} Par utilisation de 4: IR° — IR, (r, 8,6) — (x, y, 2) 
avec x = rsin8 cos, y = rsin@sin@ et z =rcos8: 
Pdx À dy À dz ...(P o@X? sin 8 dr À d0 À dy 
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4° THÉORÈME. — Soient E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions 
finies, U un ouvert de E, V un ouvert de F,  : U — V une application de classe 
C**? (k > 1), alors pour tout &« e (}(F) on a : 


d(p*(x)) = p*(do). 


On choisit une base f = (f,,..., f,), et avec les notations de 3° on a : 
a= Laftn a fé 
Lo VV) w 
et donc : 


du = À da, À fn n°": À fr 
ve 
Alors : 


p*(da) = 2, p*édus) À dhyn À 7 À dur 
ve 
Or pour f: F = R de classe C*, g*(df) = d(f op) = d(p*(f)). En outre 
pour tout yÿe Q : 
p*(df) À dou ACTA de = d(p*(f) A deu ACTA dE) 


puisque d(dp,) = 0. 
Il en résulte : o*(dx) = d[p*(a)] 


5.1.3. Formes fermées, formes exactes 


1° DÉFINITION L. — La forme différentielle à e (U) avec k > 1 est dite 
fermée si, et seulement si da = 0. 


DérinITION IL — La forme différentielle & € GH(U) avec p > 1 est dite 
exacte si, et seulement s'il existe 4 e +1 {U) telle que dA = «. 
EXEMPLES. — 4) Prenons un ouvert U © R" et x une C#-forme différentielle de degré 1; « 


s'écrit: a = Ÿ a;dx, où a,: U — R est de classe C*. 


isl 


êa;  Ôa; 
dx = 3 dx, à dx; 
1<itjicgn\ôx; x; 
Di : .,, 0% _ 
et « est fermée si, et seulement si, pour tout à # jÿ, = = —- 
êx x; 


b) Le lecteur se reportera à [V.4.3.1. 


2° THÉORÈME L — Pour que « € Œ(U) avec p > 1 et k > 1 soit exacte, il 
faut que à soit fermée. 


Résulte du fait que d(d4) = 0. 0 
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THÉORÈME II (PomncaRé). — Si « est une C“-forme différentielle de degré p 
définie sur l’ouvert U de E, avec p > let k > 1 et si U est étoilé par rapport à 
l’un de ses points, une condition nécessaire et suffisante pour que « soit exacte est 
que «& soit fermée. 


Ce théorème, qui est admis dans le cas général, a été établi pour p = 1 en 
1V.4.3.1, auquel le lecteur est prié de se référer. 
L'exercice 5.13 établit le théorème pour p quelconque. 


5.1.4. Généralisations 


1° Dans la théorie qui précède, E est un R-espace vectoriel de dimension 
finie n, et .«/,(E) est l’espace des formes p-linéaires alternées sur E. Le lecteur 
vérifiera que lon peut remplacer æ,(E) par l'espace des applications p- 
linéaires alternées sur E, à valeurs complexes. En fait, en pratique, si 


e = (e,,...,e,)est une base de E, (qui est toujours un R-espace vectoriel), celà 
revient à considérer des éléments de G{(U) de la forme : 
a= D aekn À‘: À jy 
oc 


où «à, est une application de classe C* de U dans €. 

2° & étant un espace affine de direction le R-espace vectoriel E, il est bien 
évident que l’on peut étendre la théorie au cas des applications de classe C* 
d’un ouvert U de & dans &,(E). Ce cas se ramène immédiatement au cas traité 
ici en utilisant un vectorialisé &, de &. 


5.2. INTÉGRALES CURVILIGNES 


(&, E) est un espace affine de dimension finie n > 1, k est 
un élément de N* L {+ ow}. 


5.2.1. Intégrale curviligne le long d'un arc paramétré 


1° DÉFINITION. — Soient y = (1, f) avec 1 = [a, b], a < b, un CÂ-arc 
paramétré compact de #, et « une forme différentielle de degré un continue sur 
un ouvert U de # contenant supp y. Par définition, l'intégrale de Riemann : 


(2 
[ a(f(0). f"(0 dt 


a 


est appelée intégrale curviligne de à le long de y, et noté [= 
L 
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Justification. — L'application (x*, x) = €x*,x> de E*x E dans R est 
bilinéaire, et donc ici de classe C®. Par composition, & + a(f(t)}. f'(6) est 
continue, et donc intégrable. 


2° Propriétés, — a) y = (1, f), avec 1 = [a, b] et a < b, étant un C*-arc 


paramétré, U étant un ouvert de & contenant supp Y, l'application a [ est 


é, 
une forme linéaire sur Q9(U). 


Vérification immédiate, 
b) Aux hypothèses de la définition précédente on adjoint : ce ]a, bE. Alors : 


R 


Vérification immédiate, 


c) Aux hypothèses de la définition précédente on adjoint : E est normé et 
Il'Ilze désigne la norme induite sur E* par la norme de E (IIL3,1.2)}. Alors : 


[e 


Par définition de ||; on a en effet : 


teCab 


b 
< HE tale | ILF'QOI de 


VOHMeE* x E [x*xdl < Ix*lle IIxile CO 


d) Soient & et F deux espaces affines, @ une application de classe C' d’un 
ouvert U de & dans un ouvert V de Æ, x une forme différentielle de degré un, 
continue sur V, et y = (I, f) un Ck-arc de & tel que supp y & U. Si le Cl-arc 
(Lopof) de F est noté p{y), alors : 


Î a = [ p*(o). 
Le] Ÿ 


En effet si { = [a, b] on a: 


Î a= [ al o A(OI.(p « FJD dé 
C0) 


= [ aLp( (OT. (def). FE) de 


b 
= | g*(o}(f (0). f'() dt = [ p*(a) O 


3° Calculs pratiques. —- On suppose & muni d'un repère (0:e,,...,e,); 
l'arc y est alors donné par : 


th ff = 0 + Y xiile 
in © 
avec x, : (a, b] — R de classe C*. 
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On sait : 
ñ 


vtelab] FO = Ext, 


i=1 


#(E), qui est E*, est alors muni de la base duale et à est supposée 
décomposée dans cette base sous la forme : 
ñ 
a = Ÿ œdx, 
i=1l 
avec a: U — R continue. 
Par définition dx, est la forme linéaire sur U, i-ième composante et il en 
résulte : 


Vtelab]  a(t).f'( = E a(ftxi( 


i=1 
Ainsi : Î a = : ETC d£. 
: i=1 


EXEMPLE, — On prend & = R?,ylarct + (cos à, sin t), r € [0,2%] (son support est le cercle 
de centre © de rayon 1), & la forme différentielle de degré un : 


x dy — ydx 
EE ——— 
+ pe 


On constate tout d’abord que y est un are de classe C® dont le support est contenu dans 
l'ouvert U = R?\{(0, 0)} ; x est une forme différentielle de classe C° sur U ce qui assure l'existence 


de | «. 
Ÿ 
1° procédé. — On utilise la paramétrisation de y. Il vient : 
2r (cos t}(cos €) — (sin t)(— sint) 
aœ= © —— — dt = 2n 
L Fe cos?t + sin?# 


2° procédé. — On envisage l'application @ de U, = R{(0,0)}, dans U, (r,8) > (rcos 8, 
r sin 8); elle est de classe C®. Si l’on prend l’arc paramétré y,, 8 += (1,8) avec 8 e [0,2x], son 
image est contenue dans U, (il s’agit d'un segment} et 7 est l'arc @(y,}. 


Ainsi : 
fo 
Lu CERN] 


ni 
Le calcul conduit à : 


p*(o) = d8, 
et donc à: [az 
* 


Bien qu'il soit ici de peu d'intérêt, ce second procédé conduit parfois à des calculs très 
simples, à condition de choisir judicieusement . 
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4° Arcs C! par morceaux. — DÉFINITION. — Un arc paramétré compact 
y = (1, f) avec 1 = [ab], a < b, est dit C! par morceaux (resp. C! par 
morceaux et régulier) si, et seulement s’il existe une subdivision © = (th < ; <, de 
Ca, b] telle que chacun des sous-ares Y,_., ie N,. soit de classe C! (resp. de 
classe C! et régulier); une telle subdivision est dite adaptée à l'arc. 


REMARQUES. — a) La restriction de f à chaque [t,_,,t,], ie N,, étant continue, f est elle- 
même continue, et y est bien un arc paramétré au sens de 1.2.1, 1°. 


b) Toute subdivision plus fine qu'une subdivision adaptée est elle-même adaptée. 
c) Pour un arc paramétré C' par morceaux et régulier, les points de paramètres distincts des 
1; sont réguliers: les autres peuvent être réguliers ou « anguleux ». 


© THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient y = (1, f) un arc paramétré de classe 
C' par morceaux avec 1 = [a, b], a < b, o = (th, une subdivision adaptée 


à y et à une forme différentielle de degré un continue sur un ouvert U contenant 
m 


le support de y; alors la somme Ÿ [ « est indépendante de la subdivision 
i=1 dr, 
adaptée choisie ; on l'appelle l'intégrale curviligne de à le long de y et elle est 


notée Î CA 
Y 


Comme y; est de classe C! l’existence de il « est assurée par 1°. 


La vérification de la propriété est triviale comme en 11L6.1.3, 1° on 
constate que si c est un réel de [a, b], la valeur de cette somme est la même 
pour s et pour la subdivision dont l’image est obtenue en adjoignant à l’image 
de ©, le point c. 

Ceci permet de se ramener, pour deux subdivisions quelconques © et a", à 
o v ©. 

Le lecteur étendra sans difficulté les propriétés de l'intégrale curviligne 
vues en 2° au cas des intégrales curvilignes le long d’un arc C' par morceaux ; 
en ce qui concerne le calcul pratique d’une telle intégrale, par le choix d’une 
subdivision adaptée il se ramènera à des calculs d’intégrales curvilignes le long 
d’arcs de classe C! 


5° Cas des formes exactes. — THÉORÈME. — Soit y = (J, f) un arc 
paramétré C! par morceaux avec 1=[a, b], a <b, et à une forme différentielle 
de degré un continue sur un ouvert U de & contenant le support de 7; si à est 
exacte et si l’on désigne par À : U — R une application de classe C! telle que 
dA = à alors : 


[= = ALF()] — ALF(a)]. 
Le 
En effet si © = (toc, est une subdivision adaptée à y, par définition : 


[= = ÿ Î æ& (notations de 4°). 
LA 
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Or le sous-arc y, est de classe C! et pour tout t de [t,_,, t;] l’on a (en notant 
encore f la restriction de f): 


a(f@).f'@ = dAfO).f® = (AZ) 


Il en résulte : 


[ a = A[f()] — ALF(-:)] 


d'où : Î a = AL/E)] — AL/@]. o 


Ainsi, pour une forme exacte l'intégrale curviligne le long d’un arc ne 
dépend que des extrémités de l'arc. 


CoROLLAIRE. — Si « est exacte sur U alors [ a = 0 pour tout arc fermé de 
x à 
classe C! par morceaux dont le support est contenu dans LU. 


xdy — ydx 
REMARQUE. — En IV.4.3.1, 3° exemples, nous avons constaté que la forme nn est 
x? +7 
fermée sur R?\{(0,0)} mais qu'elle n'est pas exacte. Ce résultat est retrouvé ici par le fait que 


æ = 2r, où y est l'arc fermé t + (cost, sint}, te [O, 2x]. 
* 


e Nous allons maintenant, grâce aux intégrales curvilignes, compléter 
l'étude faite en IV.4.3.1, 3° et reprise en 5.1.3, 2°. 


PROPOSITION. — Soit U un ouvert connexe de #, &« une forme différentielle 
de degré un continue sur U, les assertions suivantes sont équivalentes : 
Î) & est exacte; 


ii) pour tout arc fermé y, C! par morceaux dont le support est contenu dans 


U, Ja=0 
L 
Preuve de ï) = üi} — Il s’agit du corollaire précédent. 0 
Preuve de ii} = i] — U est un ouvert connexe de & et, d’après 


III 3.1.2, 6°, est donc connexe par arcs: dans cette démonstration on peut 
même se limiter soit aux arcs C! par morceaux dont le support est contenu 
dans U, et même (et c’est ce qui a été fait) à des lignes polygonales (qui sont des 
supports d’arcs C! par morceaux). On suppose que l'assertion ii) est vraie. 

— Considérons alors deux points x, et x, quelconques de U, et soient 
Yi = (a. b,1 J) et y2 = (Ca, b;]. j:) deux arcs C° par morceaux, dont les 
supports sont contenus dans U et qui ont chacun pour origine (resp. pour 
extrémité) x, (resp. x). 
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Introduisons le segment [a,,b;] avec b, = b, +(b, — a) et 
S: [a:,b3] — € définie par: 


F ele. bi] SO =/A@ 
Vte ]b,.b;] FO = A6: + b; — 0. 


On constate facilement, en utilisant f,(b,) = f.(b,), que y = ([a,. b;l f) 
est un arc C! par morceaux, dont le support est inclus dans U, qui est fermé 


car fi(a) = fi(a). 


D’après ii), on a donc: 


Or on a: [u-[e-fe 
u LA Y2 


d’après : 


b, b+b 0 
[ alt]. ft de = - Î af + b, — 9]./(6, + b, — 0 de. 
b, hi 


fagfe 
ui Y2 


— Le point x, e U ayant été arbitrairement choisi, soit x e VU; l'intégrale 


Ainsi : 


Î a, où y est un arc C! par morceaux à support inclus dans U, d’origine x, et 


d'extrémité x, est donc indépendant du choix de y, ce qui permet de la noter 
A(x). On dispose ainsi de À : U — R. On va montrer que À est de classe C! et 
que dA=0, ce qui prouvera que i) est vraie. 

Puisque « : U — E* est continue par hypothèse, il suffit de prouver qu'en 
tout xe U, À admet la différentielle dA(x) = (x). 

— Fixons donc x € U. Une norme étant choisie sur E, il existe une boule 
ouverte B{x,r}, r > 0, incluse dans U. Soit y un arc C! par morceaux 
d’origine x, et d'extrémité x, à support inclus dans U ; en lui « adjoignant » le 
segment de droite [x, x + hl,oùhe E vérifie |h| < r, on obtient un arc y, C! 
par morceaux, d'origine x, et d'extrémité x + h. et on constate que : 


Ax + h} = A(x) + [ œ(x + th).hdr 
o 


D'où : 


1 
Ax + h} — 463 — ax) h = [ [tx + th} — &(x)}.h] dt 
o 
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La continuité de «& au point x associe à tout ee R* un ne ]0,r£ tel que: 
Vyeæ  y-xi<n = Ila(y) — «(il < &. 
Pour tout he E tel que |fh|| < n, on a : 


Vte(0,1] it + 5h) — «(o).hl & € IIhl 
et donc : 


AG + h} — 469 — aG).h] < ellhll. 


REMARQUE. — Si, dans le contexte des arcs paramétrés, on appelle segment tout arc 
t ta + t(b — a), te [0,1] (pour (a, b}e #2) et ligne polygonale tout arc paramétré qui est une 
« réunion » finie de segments au sens de III 3.1./, 6° (en d'autres termes pour un segment où une 
ligne polygonale qui sont en réalité des supports on n'envisage que leurs paramétrisations qui sont 
affines), le lecteur vérifiera sans peine que l’on peut remplacer ïi) par : 


ii) Pour toute ligne polygonale fermée y, incluse dans U, Î x = 0. Si en outre U est étoilé 


par rapport à x,, il vérifiera que l'on peut même remplacer ii) par : 


ii”) Pour tout contour y d'un triangle de sommet x4, y & U, Î œ—=0. 
Y 


5.2.2. Intégrale curviligne le long 
d’un arc géométrique orienté 


1° LEMME. — Soient y = (1, f) avec 1 = [a,b], a < b, y’ = (J,g) avec 
J = [cd], c < d, deux arcs paramétrés C'-équivalents et 8€ Difé(J, 1) 
vérifiant g =/f°8; si « est une forme différentielle de degré un continue sur un 
ouvert U de & contenant le support commun de ÿ et y’, alors deux cas et deux 
seulement sont possibles : 


i [== a« si 8e Diff#(J, 1; 
u Le 

in | a = - | x si 8e Diffé(J, 1). 
Y Le 


En effet par définition : 


b 
[= = [ af (O1. f"() di 


t —a[ft)l.f'@) est continue et u + 8(u) établit un C*- 
difféomorphisme de [e, d] sur [ab]. Appliquant II 6.7.2, 2° il vient : 


876) 


b 
[ aLf(@].f'( de - | œLF(6()}1. F(6(4))6"(u:) du 


87 '{a) 
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Or pour tout u: 


a Lf(@2)1. '(6(4))0" (4) 


LS ((24))] .(8'()f" (B())) 
a(g(u)}.g'(u) 


676) 
[« = [ a(g(u)). g'{u) du. 


‘(@ 


Ainsi : 


Suivant que 6 est strictement croissant ou décroissant, on a 07 !(a) = cet 
87! (b) = d, ou 87 !{a) = d et 87 '(b) = c. D'où ie résultat. 


2° On déduit immédiatement du lemme : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient T. un C'-arc géométrique orienté, et & 
une forme différentielle de degré un continue sur un ouvert U de & contenant 


supp l,. Alors [« ne dépend pas du choix du représentant y de D, ; on 
* 


l'appelle intégrale curviligne de « le long de T,; on la note Î CA 
r+ 
Résulte immédiatement de la définition d'un arc géométrique orienté. 


L'introduction de l'intégrale curviligne le long d’un arc géométrique orienté est, encore ici, un 
simple procédé d'exposition, destiné à rappeler que l'on travaille sur un arc paramétré que l’on ne 
s'autorise à remplacer que par un arc positivement équivalent. 

Ce qui est fondamental c'est le lemme du 1°, 


5.3. THÉORÈME DE GREEN-RIEMANN 


L'espace envisagé dans ce sous-chapitre est R? orienté 
canoniquement. 


5.3.1. Bord orienté d’un compact à bord dans R? 


1° Notion de compact à bord. — Rappelons que les arcs-paramétrés C? 
par morceaux et réguliers ont été définis au 5.2.1, 4° et posons 


DÉFINITION. — Un compact K de R? est dit compact à bord si, et seulement 
si sa frontière ÔK — alors appelée bord de K — possède les deux propriétés 
suivantes : 

i) Il existe une famille finie (y;);.x, d’arcs paramétrés fermés simples, C° 
par morceaux et réguliers, telle que ÊK ‘soit la réunion disjointe des supports €, 
de ces arcs (ce qui signifie que €; N €; = @ pour i # j); 
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ii) Pour tout point régulier d’un arc y, il existe un pavé P centré en ce point, 


tel que P\6K ait deux composantes connexes, l’une constituée de points de 
l'intérieur de K, l’autre de points n’appartenant pas à K, 


FIG. 56. 


REMARQUES. — 4} D'un point de vue intuitif, la seconde condition signifie qu’au voisinage de 
tout point régulier de la frontière, les points de K sont situés « d’un même côté» du bord ôK. 

b) Notre définition d’un compact à bord n'est pas la plus générale, mais elle suffit dans les cas 
qui nous intéressent. 


Orientation du bord du compact à bord K. — Les notations sont celles de la définition 
précédente. Considérons un point régulier, de paramètre t, de l’un des ares y; = (1, fi), et un pavé 
P de centre f;(1) vérifiant ü). Prenons un repère direct & d'origine f;(t}, de premier vecteur de base 
(0. On montre aisément que (quitte à restreindre P) on peut d’une part restreindre P n ôK à 
Pn%, et. d'autre part, trouver pour le sous-arc correspondant de y, une paramétrisation 
cartésienne C!-équivalente, de la forme x + (x, p(x)). 

Les deux composantes connexes de P\8K se caractérisent ainsi, au moyen de %, 
respectivement par y > œ{x) et y < p(x). Dans ces conditions, on dit que le vecteur f;{t) est 
cohérent avec K si, et seulement si la composante connexe caractérisée par y > (x) est celle qui 
est constituée de points de l’intérieur de K (intuitivement : au voisinage du point f{(t}, les points de 
K sont « à gauche » de 8K). Le lecteur constatera que la propriété : «le vecteur f{() est cohérent 
avec K » ne dépend pas du choix du deuxième vecteur de base de  ; en particulier, si R2 est muni 
de sa structure euclidienne canonique, on pourra choisir un repère & orthogonal. 


Nous admettons que (quitte à remplacer y, par l'arc « opposé », obtenu par le changement de 


paramètre t + — 1), il est possible de faire en sorte que le vecteur-dérivée première soit cohérent 
avec K en tout point régulier de y. 


CM) 
| 


Fic. 57. 


Lorsqu'il en est ainsi pour tout ie N,, on dit que la réunion des arcs orientés l'; représentés 
par les y, Constitue le bord orienté, noté GK, du compact K. 


En résumé d’un point de vue intuitif on est en présence d’un compact K dont la frontière est 
une réunion finie, disjointe de supports d’arcs géométriques orientés, fermés, simples, C! par 
morceaux et réguliers, tels qu’en parcourant cette frontière dans le sens de l'orientation on ait K 
constamment à sa gauche. 


REMARQUE. — Pour donner une méthode d'orientation du bord êK qui soit la même dans 
les trois cas que nous envisageons dans ce chapitre (Green-Riemann, Ostrogradski, Stokes), il 
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vaudrait mieux associer au point considéré f(t) un vecteur sortant de K, ie. un vecteur z # Rf;{t) 
auquel on puisse associer un Cl-arc ([uo, u,[,g) de R? vérifiant : 

D Vueluoul gWek 

ii) alto) = AE); g'fuo) = — z. 

Le vecteur fit) sera alors dit cohérent avec K si, et seulement si, pour fout vecteur sortant z (et 
l'on constate que cette propriété ne dépend pas du choix de ce vecteur), la base (z, f(r)) est une base 
directe de R?. 


2° Quelques cas particuliers. 


1% Cas. — Soit [a, b], a < b, un segment de R et p, et w, deux applications continues de 
Ca, 5] dans R vérifiant : 


Vre]a,bl, 9.0) < gl) 
D'après IIL.7.3.1 nous disposons du compact quarrable : 


K= {x pla & x & b) A (p109 < y & p:(x))} 


Fic. 58. 


La frontière de K est constituée par la réunion de quatre graphes et elle est le support de l'arc 
paramétré, ainsi défini : on pose a, = 4, & = b, 


a =b+ob)-e@) a, =2b +0ç(4b) — p:(b) - a 
a, = 2b + qa(a) + E2(b) — qi(a) — p,(b) — a 
Il s’agit de l'arc t + f(à défini par: 


Poura, <St<ai f( = (1, pt) 

Poura, <t<a: f(e = (bt+ ç,(b) — b) 

Poura, <t<ast f() = (2b + p,(b} — p,(b) — 1, p,(2b + w:(b) — gb} — 0) 
Poura, <t <a: f( = (a, 2b + g,(a) + p2(b) — p,(b) — a — 5 


D'un point de vue mnémotechnique il s’agit d’une part du graphe de x + (x), paramétré 
par le choix du paramètre x (on dit qu’il est parcouru suivant les abscisses croissantes), du segment 
LB, C] paramétré par y + (b, y) (on dit qu'il est parcouru suivant les ordonnées croissantes), 
du graphe de x ++ @,(x) paramétré par — x {on dit qu'il est parcouru suivant les abscisses 
décroissantes) et enfin du segment [D, 4] paramétré par y ++ (a, — y) (on dit qu'il est parcouru 
suivant les ordonnées décroissantes); on a mis « bout à bout » ces quatre arcs en définissant une 
paramétrisation continue de [a,, a,] dans (R2. On obtient ainsi un arc fermé, simple, donc 
orientable, 

Si l'on suppose alors en outre que @; et @, sont dérivables cet arc est C! par morceaux et 
régulier et il est facile de constater que l’arc géométrique orienté T', ayant pour représentant y est 
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précisément le bord orienté 8K, de K qui, ici n'est constitué que d'un seul arc. On peut alors 
prouver que l’orientation cohérente est ici caractérisée par la propriété suivante : prenant un point 
a intérieur à K et un cercle centré en a contenu dans l'intérieur de K, lorsque t + f{t) = m décrit 
êK ,, l’unique point p d’intersection de la demi-droite d’origine a contenant met du cercle, décrit le 
cercle une fois, dans le sens direct, 


REMARQUE. — Il] est bien évident que l’on inclut ici le cas où œ,(a) = (a) (resp. 
26) = 6,(b)), le sous-arc [D, AT (resp. [B, C]) étant alors réduit à un point. 


2 Cas. — Soit [e, d],c < d, un segment de Ret W, et W, deux applications continues de [c, d] 
dans R vérifiant : 


Vielcd[, 414 < w2(1) 


Posant ici K = f(x, pl(c & y & d) À (Vi) < x < 4:()}, K est un compact quarrable de 
R? et sa frontière est le support d’un arc-paramétré Y, obtenu en mettant « bout à bout » le graphe 
de y > x = Wÿ,(y) parcouru suivant les ordonnées décroissantes, le segment [B, C] parcouru 
suivant les abscisses croissantes, le graphe de y + W,(y) parcouru suivant les ordonnées 
croissantes et le segment {D, A] parcouru suivant les abscisses décroissantes. 

Si l’on suppose en outre W, et W, dérivables, l’arc géométrique orienté D ayant pour 
représentant y est le bord orienté 8K, de K qui, ici encore, n’est constitué que d'un seul arc. On 
constaterait que l'orientation cohérente est, ici aussi, caractérisée par la propriété citée dans le 
1er cas. 


3° Cas. — On envisage ici un arc paramétré y = ([a, b], f), t + (x(e), y) fermé simple, C! 
par morceaux et régulier, vérifiant les deux conditions : 

i) Si a (resp. B) désigne la borne inférieure (resp. supérieure) de £ + x{r) sur [a, b], il existe 
deux applications continues @, et y, de [x, f] dans R telles que : 


Vxelaæ BD  p,(x) < q(x), 


et que, si l’on introduit l’arc-paramétré y, construit avec @, et @, comme cela a été fait au 1°' cas, 
les supports de y et y, soient les mêmes. 

ii) Si 6 (resp. e) désigne la borne inférieure (resp. supérieure} de t ++ y{t) sur (a, b], il existe 
deux applications continues W, et w, de [ô,e] dans R telles que : 


Vyelëel  V:(9 < V0) 


et que, si l’on introduit l'arc paramétré y, construit avec 4, et W, comme cela a été fait au 2° cas, 
les supports de y et y, soient les mêmes; 

D'un point de vue intuitif, y est coupé en deux points au plus par une parallèle à l'axe des 
ordonnées (resp. des abscisses) et lorsque l'intersection avec une telle parallèle est non vide, on peut 
exprimer de manière continue les ordonnées (resp. les abscisses) des points d’intersection. 
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Du fait que l’on dispose d’arcs fermés simples ayant le même support, on déduit aisément que 
Y, 1 et Y2 sont C°-équivalents et définissent donc le même C°-arc géométrique. Il est facile de 
constater que y, et y, appartiennent à la même classe d'équivalence positive et (quitte à remplacer 
par ([— b, — a], 1 += f{- ), nous pouvons supposer que y, Y, et y: définissent un même arc 
géométrique orienté T. 

Reprenant les constructions faites aux 1° et 2°, on constate qu’elles conduisent au même 
compact K de R et que l (considéré comme de classe C! par morceaux et régulier grâce au 
représentant y) est le bord orienté ÔK, de K. 


En réalité nous venons de rencontrer trois cas particuliers du théorème suivant, qui est 
admis : 


THÉORÈME DE JoRDAN. — Si € est le support d'un arc géométrique fermé simple D de R2, alors 
RÀA& a exactement deux composantes connexes; © est leur frontière commune. 

Une et une seule d'entre elles est bornée ; elle est dite intérieur de € et notée €;,,; son adhérence 
K est un compact, et, si, en outre, Test C'! par morceaux et régulier, alors l’une des orientations de 
T est le bord orienté de K {ce bord est constitué d’un seul arc). 


5.3.2. Théorème de Green-Riemann 


1° Nous admettons, sous sa forme générale, le théorème suivant : 


THÉORÈME DE GREEN-RiEMANN. — Soient K un compact à bord de R?, de 
bord orienté ÔK ,, et = P dx + Q dy une forme différentielle de degré un, de 
classe C! sur un ouvert U de R? contenant K. Alors on a : 


Gl 6) 
Le- [cr - Fe) x dy (1) 


Il va de soi que [ est la somme (finie) des intégrales curvilignes le long des différents arcs 


LS 
géométriques orientés de classe C! qui constituent 8K . (nous sommes pour chacun d'eux, dans les 
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hypothèses du 5.2.2). D'autre part la frontière de K, réunion finie de parties #-négligeables de R? 
(supports d’arcs compacts, C'! par morceaux), est #-négligeable; K est ainsi un compact quarrable, 


ê éP 
et la continuité de (x, y) ++ Lux ÿ — 3% y) assure l'existence de l'intégrale double. 
x y 


e Nous allons cependant démontrer le théorème dans quelques cas 
particuliers qui — ainsi que le lecteur le constatera — s'étendent aux cas usuels 
d’application. 


a) On se place dans le 1° cas particulier du 5.3.1, 2°, 
Par application de 1V.7.1.2, 1°, on obtient : 


ôP # 
= Îf = ») dx dy = [ (PC p:6) — P(x, p2(x)) dx @) 
Kèy a 


Le second membre de (2) est [ P dx, puisque les intégrales curvilignes correspondant aux 


êK, à . 
paramétrages des segments [B, C] et [D, 4] sont nulles. Nous avons donc établi, dans ce cas 
particulier légalité : 


[ Il êP 
Pdx = — —— (x, 3} dx dy @) 
8K, sx 0y 


b) On se place dans le 2° cas particulier du 5.3.1,2°. 
Par le même procédé, on établit, dans ce cas particulier, l'égalité : 


' #o 
0 dy = | be ») dx dy @) 
&K, K êx 
c) On se place dans le 3° cas particulier du 5.3.1,2°. — Comme en a): 
êP [8 
5  dxdy = | (P(x, 9:09) — P(x, (x) dx 65) 
x ôy da 


Par le changement de variable : + &{t), le second membre de (5) s'écrit Î P dx, ce qui montre 


êK, 
que l’on a encore l'égalité (3). 


L'égalité (4) s'étend de la même façon et, par simple addition à partir de (3) et de (4), on 
obtient (11. 


e Dans des cas plus généraux, on cherche à se ramener au cas qui précède en utilisant des 
droites parallèles aux axes de coordonnées, de façon à fractionner le compact K en sous-compacts, 
quitte à introduire des intégrales curvilignes le long de segments parcourus chacun deux fois, en 
sens inverse. 

Les figures 62 et 63 illustrent ceite méthode : les segments ajoutés (parcourus deux fois) sont 
représentés par un trait pointillé; dans le second cas ôK est constitué de deux arcs. 


FiG. 62, 
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20 Liaison avec l'aire d'un compact quarrable. — Utilisant les applications 


By BR PR=-7y et  (xy) QG» =x 


qui sont de classe C! sur R?, on obtient qu’un compact à bord, que l’on sait 
déjà être quarrable, a une aire donnée par l’une des trois expressions : 


1 
[ xay- | | (x dy — y dx) 
ëk. ëk, 2 Jar. 


Ces dernières formules, qui généralisent IV.7.3.1, 1°, sont en particulier très 
utiles pour calculer l'aire d’un compact plan « intérieur à une courbe fermée 
simple ». 


5.4. INTÉGRALE D'UNE FORME DIFFÉRENTIELLE 
DE DEGRÉ DEUX 


(&,E) est un espace affine de dimension 3; k est un 
élément de N* LU {+ oo}. 


5.4.1. Intégrale d’une forme différentielle de degré 2 
sur une nappe paramétrée 


1° Soient 6 = (D,F) une C'-nappe paramétrée de #, et « une forme 
différentielle de degré 2, continue sur le support 4 de o. Nous disposons de la 
forme différentielle de degré 2, F*(&), continue sur le domaine D de R? (5.1.2). 

Comme dim R? = 2, si nous notons (u, v) l'élément générique de R?, nous 
disposons de la base canonique de (9(D) constituée par la forme différentieile 
de degré deux du À du; d’où l'existence d’une application continue 
f:D = R telle que F*(a) = f du À dv. 

Avec ces notations, posons : 


DÉFINITION. — Soient 7 une partie bornée de D, et t le morceau (:) 
(T, F| 7) de 6. La forme différentielle à est dite intégrable sur t si, et seulement 


si / est intégrable sur 7. S’il en est ainsi [ Ï J(u, v) du dv est dite intégrale de « 
x 


sur 7, et noté [= 


: 


{t) T n'étant pas nécessairement un domaine, le couple (T, FIT), que nous appelons morceau 
de nappe paramétrée, n’est pas nécessairement une nappe paramétrée. 
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Dans le cas où D est borné, on dit, en particulier, que & est intégrable sur 
o si, et seulement si f est intégrable sur D. On constate d'autre part : 


PROPOSITION. — Chacune des conditions suivantes est suffisante pour que & 
soit intégrable sur 7 : 


i) Test un compact quarrable de R? (on dit alors que t est un morceau 
compact quarrable de 6); 


ii) T est une partie quarrable de R? et f est bornée sur T. 


2° Propriétés. — a) Soit t un morceau d’une nappe 6. Si à et G sont des 
formes différentielles de degré 2 intégrables sur 7, alors, pour tout (à, ui) e R?, la 
forme a + uB est intégrable sur t et on a: 


fos+un-afs+ufs 


En particulier si t = (T, FIT) est tel que T soit un compact quarrable, 
l'application de Q(S) dans R, à ++ | à est une forme linéaire. 


ï 
Vérification immédiate sur la définition et les propriétés de F*(o, [ 


b) DÉFINITION. — Le morceau 7 de © est dit Æ-négligeable par rapport à &, 
si, et seulement s’il vérifie les deux conditions : 


ï) Test une partie Z-négligeable de R?; 
il) f est bornée sur 7. 


Notons qu'il en est ainsi lorsque Test un compact #-négligeable de R?, et 
en particulier, lorsque + est un Cl-arc compact tracé sur ©. 

Nous constatons que : si t est Æ-négligeable par rapport à à, alors à est 
intégrable sur 1, d'intégrale nulle. Nous disposons ainsi de la propriété : 

Si la forme différentielle à de degré 2 est intégrable sur les morceaux tv; et t; 
de la nappe 6, et sit, nt, est A-négligeable par rapport à à alors à est 
intégrable sur t, UT, et: 


[oa-fosfs 


Il va de soi que t, nt, (resp. t, U +) désigne le morceau de © défini par la 
restriction de F à T, NT; (resp. T, LU T,). On utilise IV.6.5.4, 1°. 

c) Soient & et F deux espaces affines de dimension 3, @ une application de 
classe C! d’un ouvert U de & dans un ouvert V de F, à une forme-différentielle de 
degré 2 continue sur V et 6 = (D, F) une nappe de classe C* de & dont le support 
est contenu dans U; on note @(o) la nappe (D, @s F) de F. Alors sit=(T, FIT) 
est un morceau de 6, et sous réserve que @*(a) soit intégrable sur + (ou que « soit 
intégrable sur @(r)), on dispose de l'égalité : 


[ a= [eve 
œlr) T 
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Par utilisation de F*{(@*(a)) = (p + F)*(t), ces deux intégrales conduisent 
toutes deux à la même intégrale double. 


3° Calculs pratiques. — & est muni d'un repère (O, i, j, k) et la nappe 
t = (D,F) est donnée par : 
(a, 0) > Fu, v) = O + Xu, v)i + Y(u, v)ÿ + Z(a, v)k 


où X (resp. Ÿ, resp. Z) sont des applications de classe C* de D dans R. Comme 
E est muni de la base (i, j, k), on sait que pour toute partie & de & les formes 
différentielles de degré 2, continues sur 4, se décomposent de manière 
canonique sous la forme : 


a = Pdy À dz + Q dz À dx + Rdx À dy 


où P, Q, R sont trois applications continues de 4 dans R. 
F*(œ) est alors la forme différentielle de degré deux, sur D: 


F*(a) = (PoF)dY À dZ +(QeF)dZ À dX +(ReoF)dX À dY 
Un calcul facile conduit à : 
F*(o) = {(P o FJZ, — Y,2,) + (Q © FY(ZUX, — Z;X)) 
+ (Ro FMXIY, — X!Y4)} du À do 


D(Z, X) 
D(u, v) FORT D(u, v) Eee D(u, v 


du À dv 


= (p.282 


Ainsi f est l’application de D dans R, 


D(F, 2) D(Z, X) D(X, Y) 

= PoF: +Q00F: +RoF. 
or CR AE Dia») 

UN CAS PARTICULIER. — © = (D, F) est donnée par : 


GR Fey = O0 + xi + yj + Z(x y)k 
Le calcul qui précède conduit à f : D — R: 
f=-PoF.Z, -QoF.Z,+RoF 
EXEMPLE, — Dans R° on considère la forme différentielle de degré 2: 
a = xdy À dz+ ydz À dx + zdx À dy 
et la nappe © = (D, F) où D = {e.oer1(0 <6< 3) 10<p< an} 


et F: (6,@) + (sin 6 cos y, sin 8 sin , cos 6) 


(le support de à est une demi-sphère ouverte privée d'un quart de grand cercle). 
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Existence et calcul æ[ œ. 
o 


On détermine F*{a) : 


F*(&) = sin 8 cos p.{cos 6 sin @ d6 + sin 6 cos p dp) À (— sin 6 d6) 
+ sin 6 sin p (— sin 0 d6) A (cos 8 cos ® dB — sin 8 sin o dy} 
+ cos 8 (cos 6 cos o d6 — sin 8 sin @ dg) A (cos 8 sin  d@ + sin 4 cos @ dy) 
= sin 6 d6 À do 


D est un ouvert quarrable de R? et (8,} :— sin 6 est bornée sur D ce qui assure l'existence de 


(il sin 9 d8 do. 
D 


Il en résulte : 
a =2r. 
o 


5.4.2. Intégrale d'une forme différentielle de degré 2 
sur une nappe géométrique orientée 


1° LEMME. — Soient & = (D, F) et ©&’ = (À, G) deux nappes paramétrées 
C-équivalentes et 0e Diff'(A, D) tel que G = F + 0. On considère une forme 
différentielle « de degré 2 continue sur le support commun de © et 6, et une 
partie bornée T de D telle que la partie T° = 67 !(T) de A soit également bornée. 
Alors, sous réserve que à soit intégrable sur chacun des morceaux de nappes 
t=(T, FIT) et t = (T", GIT'}, on a : 


File 


où € = 1 si 6e Diff4 (A, D), et € = — 1 si 6e Diff“ (A, D). 


En effet d’après 5.1.2 : 
G*(a) = (F °0)*(x) = 8*(F*(a)) 
Il en résulte que si F*(a) = f du À dv avec f : D — R continue on a: 
G*(a) = (f ° 0)D(J;).dh À du 


Ainsi, puisque par hypothèse à est à la fois intégrable sur + et +’: 


[:- Î f{u, v) du du 


[= : (fl ( ° 6), h) D(J9 0, u) dà du 
L 8-17 
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Comme les deux intégrales doubles existent, par IV.7.2.2, 1° on dispose de 
l'égalité : 


Î Ju, v) du do = [ (J » 8)G, n).1D(J4)(, u)l dà du 
> d 871 


Or sgn D(J;) est la constante (A, u) ++ e. 


REMARQUE. — Si l'on utilise un morceau compact quarrable de o, il est bien évident que 
puisque T est un compact quarrable de D, T' est un compact quarrable de À, et a est à la fois 
intégrable sur + et t',si bien que le lemme s'applique sans aucune réserve. Par contre si l'on utilise 
d’autres morceaux de ©, il se peut que à soit intégrable sur 7 sans l'être sur t'; nous retrouvons le 
fait, déjà signalé, que l'intégrale de Riemann est mal adaptée à ce genre de problèmes. 


2° La notion d'intégrale d’une forme difiérentielle de degré 2 sur un 
morceau de nappe géométrique orientée, que l’on pourrait déduire du lemme, 
ne présente que peu d’intérêt. L'essentiel est le lemme du 1°. 


5.4.3. Intégrale d’une forme différentielle de degré 2 
sur une surface décomposable orientée 


1° Cas particulier. — Soit Z une C*-nappe géométrique plongée. On sait 
que = supp E est un surface plongée (au sens des sous-variétés). Fixons une 
orientation #, de #, ce qui équivaut à fixer une orientation 2, de Z (par le 
choix d’un représentant). 

Soit en outre « une forme différentielle de degré 2 continue sur #. 

En utilisant le lemme du 5.4.2, 1°, on obtient : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — On suppose qu'il existe un G€Z, tel que & 
soit intégrable sur E. Alors, pour tout o'EeZ, : 


— ou bien « n’est pas intégrable sur o'; 
— ou bien à est intégrable sur o” et les intégrales de & sur © et o’ sont égales. 


On est en droit de dire qu’alors à est intégrable sur 4, , de définir Pintégrale 


de à sur , comme étant Pintégrale de & sur ©, et de la noter œ. 
Fe 


2° Cas d'une surface décomposable orientée. — DÉFINITION. — Une 
surface décomposable de & (cf. 4.2.3, 2°) est dite orientable si, et seulement si 
elle est incluse dans une surface orientable ” de & (au sens des sous-variétés), 


Le lecteur notera que cette définition est assez restrictive (elle exclut, par exemple, la frontière 
d’un pavé); mais elle n'implique pas que & soit nécessairement une surface, ainsi que le montre, 
dans R° muni de sa structure affine canonique, le cas de la surface décomposable : 
P = (x y, 2x? + y? + 22 = 1) À (z > 0)} incluse dans la surface orientable 
F'= {nya + +7 =1} 
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À une orientation #’, de $” correspond alors « l'orientation » &, de # 
telle qu'en tout point m de &, le plan tangent orienté en m à #, (s’il existe) 
comcide avec le plan tangent orienté en m à #”, (qui, lui, existe toujours). On 
appelle décomposition de $,, toute décomposition (supp (U;, F,)) de & telle 
que, pour tout iel, (U;, F,) soit une paramétrisation de 4”, i.e. représente une 
sous-variété #,, orientée en concordance avec #”,. 

(Le lecteur constatera qu’à partir de toute décomposition de 4, on peut 
construire une décomposition de #,.) 

Nous admettrons sans démonstration : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient , une surface décomposable orientée 
et & uue forme différentielle de degré 2 continue sur #,. S'il existe une 
décomposition de S , telle que (avec les notations précédentes) « soit intégrable 


sur Chaque #,,, alors la somme Ÿ œ est commune à toutes les 
iel Jg,, 

décompositions de , vérifiant la même condition; on dit alors que à est 

intégrable sur ,, d’intégrale : 


Sans qu'il soit question de démonstration, ce théorème s'explique par le fait que — ainsi que 
nous l'avons vu au 84.7, 2° pour toute nappe t qui le contient et pour toute forme &, un C!-arc 
paramétré compact est #-négligeable par rapport à &. 


EXEMPLE. — Dans R° muni de sa structure euclidienne canonique, la sphère S d'équation 
x? + y? + 22 = 1 est orientable (3.3.4, 2°). Soit , la sphère orientée obtenue en orientant en 


+ 
chaque point m la normale par Om. On propose de calculer : 


Ï xdy À dz + ydz À dx + z dx À dy. 


Nous avons vu (exemple I du 4.2.3, 2°} que nous disposons de la décomposition (4, = supp (U, F)} 
avec : 


U = {(8,p)e R(0 < 8 < n) À (— rt < E < r)} 


et 
F(, 6) = (sin 8 cos @, sin 8 sin @, cos 6). 


La surface orientée #,, représentée par {U, F), et la surface orientée &, ont la même normale 
orientée, de vecteur unitaire (0, 1,0) au point (0, 1,0). 
De la définition on déduit : 


Î «= [| sin 6 d8 do = 47 
gi ü 


e À titre d'exercice le lecteur reprendra le calcul en utilisant la seconde décomposition de 
utilisée au 42.3,1° Ici encore, il aura alors à utiliser des intégrales impropres. 
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5.5. THÉORÈME DE STOKES: 
THÉORÈME D'OSTROGRADSKI 


5.5.1. Théorème d’Ostrogradski. 


$ L'espace envisagé est R% orienté canoniquement. $ 


1° Notion de compact à bord dans R°. — DÉFINITION. — Soit K une partie 
compacte de R*; on dit que K est à bord si, et seulement si sa frontière ÔK 
vérifie les hypothèses suivantes : 

a) ÔK est une surface nécessairement compacte ; 

b} Pour tout point m e GK, il existe un ouvert U de R° contenant m, un payé 
ouvert V de R*, et un C!-difféomorphisme @ de U sur V vérifiant les deux 
conditions : 

D éK NU = '(R° x {0} n PV) ce qui ne fait que traduire une partie de 
a) à savoir que ÔK est une surface de classe C! (au sens des sous-variétés) ; 

HKNOU-=e "{(RxR_ n". 


Intuitivement cette deuxième propriété traduit le fait que K est « d’un même côté » de ôK. 


FIG. 64. 


Orientation du bord. — Supposons R° muni de sa structure euclidienne 
canonique. En tout point m de 8K, nous pouvons orienter la normale à ÔK, 
d’un point de vue intuitif, en choissant un vecteur directeur n «tourné vers 
l'extérieur de K », d’un point dé vue plus mathématique en constatant que 
U\6K a deux composantes connexes, images par @”! des deux composantes 
connexes de P\p(ôK n U) (à savoir R? x R* n Vet R? x R* NF) et en 
choisissant un vecteur n de telle sorte que les points m + en appartiennent à 
@ (Rx R* n F) (donc n’appartiennent pas à K) pour € > 0, € « petit »; 
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ainsi nous disposons d’une orientation dite canonique de la normale en tout 
point de ÔK et nous supposons que cette orientation en tout point permet d’en 
déduire une orientation de la surface 8K : on dit que le bord du compact K est 
alors canoniquement orienté, et on le note ôK,. 


EXEMPLES. — a) Toute boule fermée est un compact à bord dont le bord orienté est la sphère- 
frontière, les normales orientées étant dirigées vers l'extérieur de la boule. 

b) Toute boule fermée B, privée d’une boule ouverte B, dont l’adhérence est incluse dans 
l'intérieur de B, (resp. de plusieurs telles boules), constitue un compact à bord dont le bord orienté 
est la réunion de deux sphères ; sur la sphère externe, les normales sont dirigées vers l’extérieur de 
B,; sur la sphère interne, elles sont dirigées vers l'intérieur de B.. 


REMARQUES. — a) Le lecteur notera que le bord de K n’est pas nécessairement connexe. 

b) On a écarté ici la possibilité d’avoir des points « anguleux » sur OK en se limitant au cas où 
les bords sont des surfaces ; en réalité on pourrait étendre la théorie au cas où les bords sont des 
réunions finies de surfaces dont les intersections mutuelles sont des réunions finies de C'-arcs 
compacts. 

e} L'orientation de RŸ intervient en ce sens qu’elle permet de relier l'orientation de la normale 
à celle du plan tangent, et donc à celle de OK. 

d) Pour simplifier la présentation de l'orientation du bord, nous avons muni R° de sa 
structure euclidienne canonique. En fait celle-ci n'intervient pas, ainsi que l’on s’en assure : 


— soit en considérant les composantes connexes de U\ÔK relativement à un repère direct de 
R° construit en prenant une base du plan tangent en m (correspondant à une paramétrisation 
locale de K); 

— soit en utilisant {comme au 5.3.1, 1°) la notion de vecteur sortant de K. 


2° UN EXEMPLE IMPORTANT. — Soit ÿ = (1, € +{x{t), y), 0)} un C'-arc paramétré plan de 
R°, régulier, fermé simple, de support €. Considéré comme support d'arc géométrique de R° 
(identifié à R? x {0}), & limite un compact-plan noté #;,, ou Yi. On considère deux applications 
f, et f, de Yix dans R, continues, vérifiant les hypothèses suivantes : 

i) f et f, sont continues, et de classe C? sur Yi:; 

ii) Pour tout (x, y} Yi fx, ») < fx 


Posons : E 
K = {x 7, 216x DE in) À Gi») € 2 & 20 P}} 


K est un compact de R° dont la frontière est la réunion de : 
Si= {6x y, 2 7) Vin) À GS AG EN 
Ce {x y, 21 ne à Ji») < 2 < 2% M)} 


{il s'agit des graphes de jf, et , et du morceau de cylindre de base €, de génératrices parallèles à 
Oz, limité par S, et S;). 
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Notant €, = {(x, y, 2)|((x, y) e @) À (z = fi(x, y)}} on vérifie facilement que 0K\&, L €, est 
une surface, de classe C! ; si l’on suppose que 8K est une surface (intuitivement ceci veut dire que 
S, et S, se « raccordent » avec C} alors K est un compact à bord décomposable dont l'orientation 
a été schématisée sur la figure. 


REMARQUE. — Si l’on s'autorise des bords « anguleux » (remarque b) du 1°}, on peut 
évidemment supprimer l'hypothèse que ÔK est une surface le long de #, L €, sous réserve de 
supposer que y, et y, sont de classe C'! ce qui est par exemple réalisé si f, et f, sont de classe C! 


Sur un ouvert contenant Yine 


3° Théorème d’Ostrogradski. — THÉORÈME. — Soit K un compact à bord 
dans R*, de bord orienté ÔK, et 


œ = Pdy À dz + Q dz À dx + R dx À dy 


une forme différentielle de degré 2, de classe C ! sur un ouvert U de R? contenant 
K; on a Pégalité : 


[ œ (il Œ (x, y, 2) + 20 6, y, 2) + ce 6 y, :) dx dy dz 
ak. K \ox êy êz 


Ce théorème est admis mais, comme pour le théorème de Green-Riemann, 
nous pouvons donner sa justification dans quelques cas particuliers. 


a) Cas particulier étudié au 2° — Calculons [ R'äx À dy. Les paramétrisations 
&k, 


En (2, y, 00 y} de S, et (x, y) > (x, y, fix, p)) de S; sont respectivement cohérente avec 
l'orientation de ôK , et « opposée » à cette orientation. Par ailleurs la partie de l'intégrale relative 
à C+ est nulle car une paramétrisation de C'est (fu) + (x(0), y(r), u) avec : 


Ve SG) y) & u < fi(x(0, y) 


et, dans le calcul de Î da, le produit extérieur dx A dy conduit à {x'{t) dt) À (y'(9) dt}. On a 
C4 
donc : 


Î Rdx À dy = [ RC, », 266 ) — RG p, fG, »))) dx dy 
&Kk, es 


Yint 


(car Yi est un compact quarrable et, dans l'intégrale double on peut remplacer ÿ;x Par Yi). 
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D'après IV.7.1.2, 1°, 


ÔR 
Î CRE 7, 20 7) — RC y, f(x, »)) dx dy = Il ral 3, 2) dx dy dz 
ES K 


Yint 


b} On dispose d'un compact à bord K vérifiant simultanément les hypothèses du 2° relativement 
aux trois plans de coordonnées. 
Par simple addition, on obtient : 


[ “+ Il (una u Lus7 À es 9)dx dy dr 
êK, K \ôx êy à 


« Dans un cas plus général on cherche à décomposer K en compacts vérifiant l'hypothèse de 
b}, quitte à introduire des morceaux de surface tels que les intégrales de à sur ces morceaux, se 
détruisent deux à deux (méthode analogue à celle de 5.3.2, 1°). 


4° Liaison avec le volume d'un compact cubable. — Utilisant les 
applications : 


(y, 2) > P(x, y,2) = x (resp. Q(x, y, z) = y, resp. R(x, y, z) = z) 


qui sont de classe C® sur R° on constate que tout compact à bord est cubable, 
de volume donné par l’une des quatre expressions (qui généralisent IV.7.3.2, 1°) 


Îl van de = Î] vär ndx= || z dx À dy 
êK4 êK, êK, 


1 
=; (| xdy À dz + ydz À dx + z dx À dy 
êK, 


Ceci explique le résultat trouvé en 5.4.3, 2°, exemple. 


5.5.2. Théorème de Stokes 


$ (&, E) est un espace affine de dimension 3. $ 


1° Compact à bord d’une surface. — DÉFINITION. — Soit Z une surface. 
Un compact K inclus dans # est dit à bord si : 

i) Il existe un nombre fini d’arcs y, 1 < i < p, fermés, simples, C! par 
morceaux et réguliers, tels que 6K, frontière de K dans #, soit la réunion 
disjointe des supports &, de ces ares. 

ï) Pour tout point régulier d'un arc y, 1 < i < p, il existe un voisinage 
ouvert F de ce point dans 4 tel que V\ÔK ait deux composantes connexes, 
lune constituée de points de l’intérieur de K (au sens de la topologie de #), 
l'autre de points n’appartenant pas à K. 
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Fic. 67. 


D'un point de vue intuitif la seconde condition signifie qu’au voisinage de tout point régulier 
de la frontière 8K, les points de K sont situés « d'un même côté » du bord ôK. 


REMARQUES. — a) Le lecteur notera que l’on utilise la topologie de . Il est bien évident que 
pour celle de #, K est d'intérieur vide. 
b) Cette définition généralise celle donnée dans le plan R?. 


Orientation du bord.— Supposons la surface # orientée et notons la #, ; 
en tout point, de paramètre t, régulier d’un arc y; nous disposons du vecteur 
dérivé f; (t), vecteur directeur de la tangente à y;; en ce même point, en tant que 
point de #,, nous disposons du plan tangent qui est orienté grâce à 
l'orientation de 4 ,. Quitte, pour simplifier, à mettre une structure euclidienne 
sur & et sans détailler l’'axiomatisation (ce que nous pourrions faire en 
projetant localement K sur le plan tangent) nous dirons que f;(t) est cohérent 
avec K si, la demi-normale directe (déduite de la demi-tangente f(9 + R,/f( 
par rotation de + 7/2 dans le plan tangent) est dirigée vers l’intérieur de K. 
Lorsque & est orienté, ceci signifie que si n désigne le vecteur normal à , en 
ce point, la demi-droite orientée fi(t) + R,n A f/() est «dirigée» vers 
l'intérieur de K. 

Nous admettons que (quitte à remplacer y; par l’arc opposé), il est 
possible de faire en sorte que le vecteur dérivée première soit cohérent avec K 
en tout point régulier de y.. Lorsqu'il en est ainsi pour tout i e N,, on dit que la 
réunion des arcs orientés T'; représentés par les y; constitue le bord orienté, 
noté ôK,, du compact K. 


REMARQUES. — a} L'orientation d'un compact à bord sur une surface orientée ne dépend 
donc que de l'orientation de la surface et elle est changée en son opposée si l’on change 
l'orientation de la surface. 


b} Dans le cas particulier de la formule de Green Riemann, le compact K est contenu dans le 
plan IR?, canoniquement orienté, qui joue le rôle de ,. 


<) Ici encore la structure euclidienne n'est pas nécessaire, ainsi qu’on le constate en convenant 
de dire que f(t) est cohérent avec K : 


— si pour toute base directe {f'{t), v) de la direction du plan tangent à en j;(t), la demi- 
droite f(r) + R,v est dirigée vers « l’intérieur de K », 


— ou encore si, pour tout « vecteur sortant » z, la base (z, fi{t)) du plan tangent est directe. 
2° UN EXEMPLE IMPORTANT. — # est rapporté à un repère (0; i, j, k)et # est le support d’une 
C-nappe plongée donnée par un représentant cartésien (D, F) avec : 


Fe, = 0 + xi + pi + fx »)k 
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On oriente par le choix de la paramétrisation (D, F), ce qui en structure euclidienne 
orientée traduit une orientation de la normale vers les « côtes z positives ». Notons #, la nappe 
orientée ainsi obtenue. 

Si, identifiant le plan O + Ri + Rj à R?, nous considérons dans D un compact à bord €, de 
bord àC, comme F est un homéomorphisme de D sur 4, nous disposons du compact K = F(C)et 
de sa frontière dans , ÔK = F{ôC). On vérifie sans peine que K est alors un compact à bord dans 
S de bord ôK. 

L'orientation de # , fait que par projection parallèlement à k sur Vect (i, j), toute base directe 
d’un plan tangent à #, a pour image une base de même orientation que (i, j). Il en résulte que 
l'orientation de ôK est celle correspondant à C ou en terme «imagé » que ÔK, = F(dC,). 


Fic. 68. 


3° Théorème de Stokes. — THÉORÈME. — Soient une surface orientée et 
un compact à bord K contenu dans  , , de bord orienté ÔK, . Si « est une forme 
différentielle de degré un, de classe C? sur un ouvert U contenant K, alors on a : 


[ a- | da 
&K, K, 


où K , désigne K, orienté par l'orientation de Z, et où [ du est l'intégrale sur 
K, 
K, de la forme différentielle de degré deux de. 


Dans le cas particulier où K est un compact de , de frontière dans #, 


ÔK = G, dans les mêmes hypothèses da = 0. 
K, 


Ce théorème de Stokes est admis. Faisons cependant quelques remarques 
qui le justifient dans quelques cas particuliers. 


a) Cas particulier étudié en 2°. — Soit ([a, b], f) un représentant de l’un des arcs compacts qui 
constituent le bord orienté ÔC, (dans © + Ri + Rj); (Ca, b], F ° f) est un représentant de l'arc 
correspondant au bord orienté 8K,. Ainsi, en opérant sur chacun de ces arcs : 


[ œ= Î a = Î F*({a) 
êK+ F@C,) 8, 
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D'autre part, pour déterminer Î da, nous formons F*(da), et nous savons (d’après le choix de 
K; 
l'orientation de #,) que, si F*(dx) = g dx À dy, avec g: C — R, alors: 


[ da = Î gl, ») dx dy. 
K, € 


Comme F*{da) = d(F*#{a)), comme O + Ri + Rj a été identifié à R?, le théorème résulte du 
théorème de Green Riemann appliqué au compact C, de bord orienté 4€ , et à la forme de degré 
un F#(o). 


b) Cas particulier d'un compact « sans bord », par exemple une sphère. — La formule est 
rendue vraisemblable par le fait que l’on peut décomposer cette sphère en huit triangles sphériques 
dont chacun d'eux est un compact à bord d'un support de nappe plongée du type étudié en 2° et 
l'on constate, en appliquant le théorème de Stockes à chacun de ces triangles, que les intégrales 
curvilignes le long des bords se détruisent deux à deux, car chacun d’eux est parcouru deux fois, en 
sens opposés. 


KE 


Fic. 69. 


5.5.3. Formulation générale des théorèmes de Green-Riemann, 
Ostrogradski et Stokes 


Le lecteur a noté que les trois théorèmes ont des hypothèses similaires 
(liaison entre une « partie » et son «bord ») et des énoncés similaires, la 
formation la plus concise étant celle du théorème de Stokes dans laquelle 
n'intervient que le compact K de la surface orientée 4 ,, le bord orienté de ce 
compact ôK,, la forme «x et sa différentielle extérieure da. Pour donner un 
énoncé similaire dans le cadre de R° (resp. R?) pour le théorème 
d'Ostrogradski (resp. de Green-Riemann), et plus généralement dans le cadre 
d’un espace affine de dimension 3 (resp. 2) muni d'une base (0; i, j, k) qui 
permet de l'identifier à R° (resp. R?), il convient de remplacer les intégrales 
multiples sur des parties de R? (resp. de R?) par des intégrales de formes 
différentielles. D’un point de vue général, dans le cadre de la théorie des 
variétés qu'il est hors de question d'aborder ici, il est possible de définir 
l'intégrale d’une forme différentielle de degré p sur un morceau de variété de 
dimension p, orientée, ceci dans un espace affine de dimension n (avec 
1<p<n) Ici dans le cadre de R°, nous savons déjà que les formes 
différentielles de degré 3 continues sur une partie X de R° constituent un 
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module de dimension 1 sur l'anneau des applications continues de X dans R, 
toute forme a s'écrivant de manière canonique : 


æ = f dx À dy À dz avec f: X — R continue 


Par définition si X est une partie cubable de R% nous pouvons alors poser : 


[a-[f f dx dy dz 


Ceci d’un point de vue mnémotechnique consiste à remplacer dans la notation 
intégrale triple dx dy dz par dx A dy À dz et à procéder comme pour une 


intégrale triple ; le danger de la notation (Il fdx À dy A dz est que cette 
x 


expression dépend de l'orientation de l'espace R° (ce qui est cohérent avec la 
théorie dans le cas des courbes et des surfaces); de manière précise si 


(a, 0, w) + (x(u, v, w), y(u, u, w), z(u,v, w) avec (uv,wje fr, 


est une nouvelles paramétrisation de X, sous réserve de vérifications des 
hypothèses du théorème de changement de variables dans les intégrales 
multiples, la forme différentielle de degré 3, dx À dy A dz dans ce changement 
de paramètre devient 
D(x, y, 2) 
Du, v, w) 


du À dû À dw 


et nous serions conduit au calcul de : 


DC y,2) 
Du, v,w) 


l fx, y, 2) dx dy dz 


que lorsque le jacobien est strictement positif. 
Se limitant alors à des changements de variable à jacobien positif, on 
constate qu'avec cette convention l'écriture : 


Î da | œ 
KR &k, 


rassemble aussi bien le théorème de Stokes que celui de Green-Riemann et 
d'Ostrogradski, étant entendu que dans le cadre de R° ou de R?, pour une 
forme de degré 3 ou 2, K, désigne K, considéré comme un compact à bord de 
la sous-variété R° ou R?, orientée par le paramétrage qui est ici l'identité, et 
donc orientée par l’orientation canonique de R° ou de R? (ce qui nous a 
permis d’orienter- de manière cohérente ©K,). 


(ll Fu, v, w), pu, v, w), z(u, 0, w)) (u, v, w) du do dw 
Y 


qui n'est : 
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5.6. ANALYSE VECTORIELLE 


5.6.1. Quelques isomorphismes 


E est un espace vectoriel euclidien (IL2.1.3). Dans la 
plupart des questions E est de dimension 3. 


1° Rappelons tout d'abord quelques résultats vus en II.2.1.3, 2° auxquels 
le lecteur est prié de se référer. 


THÉORÈME. — Si E est un espace euclidien l'application x +-— (.]|x) de E 
dans E* est un isomorphisme. 


Cet isomorphisme est canonique en ce sens qu'aucune base de E 
n'intervient dans sa définition. 

Si nous supposons E muni d’une base e = (e,, ...,e,) et si E* est muni de 
la base duale e* = (e*, ..., e*), pour tout élément x* de E* qui se décompose 
sous la forme : 


ñ 
xt = D'or, (a; ... a,)eR”", 
i=l 


x* est l’image par l’isomorphisme précédent du vecteur x de E, de 
composantes covariantes («,,...,&,)e R* dans e (à savoir pour tout i, 
a; = (e;|x)). En particulier si e est orthonormale on a aussi : 


# 


x= } œe. 
isi 


REMARQUE. — Si E est muni de la norme euclidienne, et si E* est normé canoniquement 
(1113.2.7, 3°} cet isomorphisme est une isométrie. 


2° On suppose ici E de dimension 3 et orienté. Pour tout xe E, on 
dispose de l'application w, de E x E dans R, (y,2z) r— [x, y,z]([x, y,z]est le 
produit mixte de la famille (x, y, 2), IL2.4.1); ©, est manifestement une forme 
bilinéaire alternée sur ÆE. On a alors : 


THÉORÈME. — L'application x + ©, de E dans l’espace 7 ,(E) des formes 
bilinéaires alternées sur E est un isomorphisme. 


Il est tout d’abord évident que cette application est linéaire. 

D'autre part pour xe E\{0}, on peut trouver (y, z)e E? tel que (x, y, z) 
soit une base de E, donc tel que [x, y, z] # 0. Il en résulte que X + w, est 
injective. 

Enfin E a pour dimension 3, ainsi que æ#,(E) (110,4, 3°). Q 
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Comme au 1°, cet isomorphisme est canonique en ce sens qu'aucune base 
de E n'intervient dans sa définition; par contre il dépend de l'orientation de E, 
et il est changé en son opposé si l’on change l'orientation de E. Si nous 
supposons E muni d’une base orthonormale positive, (i, j, k), nous disposons 
de la base de #,(E), (j* À k*, k* A i*, it À j*); pour tout élément © de 
#,(E), se décomposant sous la forme : 


o = aj* À K* + Bk* À it + y A6, (GBNER*, 


& est l’image par l’isomorphisme qui précède du vecteur x de E admettant 
pour décomposition : 


x = où + 6j + yk 
En effet : 
&,6, k) = [x, j, k] = à = w(,k) 


et de même : 


ok, i) = oki, oi, j) = oi, 


REMARQUES. — a) Si E est muni de la norme euclidienne et si æ,(E) est normé 
canoniquement (LIL.3.1.3, 2°) cet isomorphisme est une isométrie. 


b) Soit (i, j, k) une base orthonormale positive de E. Nous disposons des formes linéaires j* et 
k* associées canoniquement aux vecteurs j et k de E et nous disposons donc de la forme bilinéaire 
alternée j* À k* (ici À désigne le produit extérieur). En reprenant le calcul précédent avec (x, B, 
#) = (, 0, 0), on constate que j* A k* est associée canoniquement à i = j A k(ici A est le produit 
vectoriel): à l’aide des formules analogues pour k* A i* et i* À j* et, par bilinéarité, on en déduit 
que si x* est associée à x, si y* est associée à y, x* A y* est associée à x A y. 


3° On suppose encore ici E de dimension 3 est orienté. Nous disposons 
alors sur E de la forme trilinéaire alternée 6, (x, y, z) — [x, y, z]. Comme à 
n’est pas la forme nulle, elle constitue une base de #,(E), espace des formes 
trilinéaires alternées sur E. On dispose alors trivialement de : 


THÉORÈME. — L'application de R dans ,(E), à +>aû est un 
isomorphisme, 


Cet isomorphisme est encore ici canonique; par contre il dépend de 
l'orientation de E et est changé en son opposé si l’on change celle-ci. Si E est 
muni d’une base orthonormale positive {i, j, k) nous disposons de la base 
it À j* À k* de &7,(E) et comme Gi, j, k) = 1 et (* À j* À k*) Gi, j, k) = 1, 
ona:ô—i* À j* À k*, Ainsi, si l'élément w € æ,(E) se décompose sous la 
forme = ai* À j* À k*,aeR, cet élément est l’image de « par 
l'isomorphisme qui précède. 


REMARQUE. — Si E est muni de la norme euclidienne et si «/,(E) est normé canoniquement 
Hô] = 1, et cet isomorphisme est une isométrie. 
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5.6.2. Champ de scalaires, champ de vecteurs 


1° Ici provisoirement (#, E) est un R-espace affine. 


DÉFINITION I. — On appelle champ de scalaires sur & toute fonction f de & 
vers R; Def(f) est l'ensemble de définition du champ de scalaires f. 


DÉFINITION IT. — On appelle champ de vecteurs sur & toute fonction F de & 
vers E; Def(F) est l'ensemble de définition du champ de vecteurs F. 


Une étude sommaire des champs de vecteurs sur & a été faite en II.8.1.1, 
avec l'étude plus particulière des champs équiprojectifs. 
Rappelons quelques résultats : 


e L'ensemble des champs de scalaires (resp. de vecteurs) définis sur une 
partie donnée U de # est un R-espace vectoriel : il s’agit de R£, (resp. EU). 

e U étant une partie donnée de &, si pour @ e R° et pour f € R° (resp. 
FeE®) nous définissons @./f (resp. @.F) par 


(@. fm) = qÜn).f(m) (resp. (p.Flûm) = p{m)F(m)), 


l'ensemble des champs de scalaires (resp. de vecteurs) définis sur U a une 
structure d’algèbre commutative (resp. de RŸ module). 

e Si E est un e.v.n. et en particulier lorsque E est euclidien, nous pouvons 
parler de continuité, différentiabilité.. d’un champ de scalaires (resp. de 
vecteurs). 


2° Quelques identifications. — Ici (&,E) est un espace affine euclidien, 
Comme dans 5.6.1, il sera le plus souvent de dimension 3. Nous utiliserons les 
résultats et les notations de 5.1. 


a) Cas des champs de scalaires. — D'après 5.6.1, 3°, nous savons que si E 
est de dimension 3 et est orienté, nous disposons d’un isomorphisme 
canonique 6, de R sur æ,(E); comme en outre, dans le cas E quelconque, 
nous avons posé æ,(E) = R, nous disposons aussi de l'identité, notée ici 6,, 
de R sur &,(E). Prenant alors un champ de scalaires f défini sur une partie U 
de &, dans les conditions qui précèdent, nous pouvons lui associer la forme 
différentielle «© de degré 0 ou de degré 3, définie sur U par: 


m = o(m) = 8,(f(m). 


Nous obtenons ainsi une application @, de RŸ dans (7,(E))°, i = 0 ou i = 3. 
Cette application @; est trivialement un isomorphisme de R-espaces vectoriels ; 
elle vérifie en outre : 


VER’  VfeR’  @(p.f) = o.@{(f) 
D'autre part comme pour i = 0 ou i = 3, 6, est linéaire, comme les espaces 


sont de dimensions finies, 6, est de classe C®; donc f et @;(f) ont les mêmes 
propriétés de continuité, différentiabilité.. 
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Par un abus de langage classique, nous dirons que nous pouvons identifier 
(et ici il ne s’agit même pas d’une identification) les champs de scalaires sur # et 
les formes différentielles de degré 0, que si E est de dimension 3 et orienté nous 
pouvons identifier les champs des scalaires sur & et les formes différentielles de 
degré 3. 

En pratique, en ce qui concerne cette dernière identification, si (i, j, k) est 
une base orthonormale positive de E, à f e RU est associée 


O,(f) = f dx À dy À dz. 


b) Cas des champs de vecteurs. — Utilisant 5.6.1, 1° dans l'hypothèse où E 
est de dimension n quelconque, nous disposons d’un isomorphisme canonique 
8, de E sur E* = .#,(E); d’après 5.6.1, 2° lorsque E est de dimension trois et 
est orienté, nous disposons d’un isomorphisme canonique 6, de E sur #,(E). 
Prenant alors un champ de vecteurs F défini sur une partie U de &, dans les 
conditions qui précèdent, nous pouvons lui associer la forme différentielle © de 
degré 1 ou de degré 2, définie sur U par 


m k o(m) = 8,(F(m)), i=1l où i=); 


nous obtenons ainsi une application ®@; de EU dans (,(E))°. 
Cette application ©, est un isomorphisme de R-espaces vectoriels et elle 
vérifie en outre : 


VER VFeEU  @{9.F) = p.O{F) 


Comme ici encore 6, est linéaire et comme les espaces sont de dimensions 
finies, 6, est de classe C®, donc F et @;(F) ont les mêmes propriétés de 
continuité, différentiabilité... 

Par un abus de langage classique nous dirons que, dans l'hypothèse E de 
dimension n quelconque, nous pouvons identifier champs de vecteurs sur et 
formes différentielles de degré un, dans l'hypothèse E de dimension 3 et orienté, 
nous pouvons identifier champs de vecteurs sur & et formes différentielles de 
degré deux. En pratique, en ce qui concerne la première identification, si 
e = (e,,...,e,) est une base orthonormale de E, au champ de vecteurs 

# 
FIUDE mr F(m = Ÿ am, 


i=1 


est associée la forme différentielle de degré un, 


@,(F): U — æ,(E), m H @6,(F)(m) = 5 a;(m) dx. 


i=4 


En ce qui concerne la seconde identification, si (i,j,k) est une base 
orthonormale positive de E, au champ de vecteurs 


F'U=E, mt Fm) = P(m)i + Q(m)j + R(m)k 
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est associé la forme différentielle de degré deux, 
@,(F): OU — æ,(E) 
m + 6,(F)(m) = P(m) dy À dz + Q{m) dz À dx + R(m) dx À dy 


REMARQUE. — Toutes les identifications qui précèdent sont canoniques en ce sens qu’elles ne 
dépendent pas du choix d’une base de E, 


3° Surfaces de niveau, lignes de champ. — Ici & est de dimension 3. 


a) Surfaces de niveau. DÉFINITION. — Soit f: U — R un champ de 
scalaires défini sur une partie U de &. A tout À e f(U), on associe : 


Pi = {meUlf{(m) = à} 


On dit que , est une surface de niveau (ou équipotentielle) de f. 


Notons que la condition À e f(U) assure que ; est non vide, que d'autre part, par me U 
donné, passe l'unique surface de niveau #,,,, Enfin la terminologie est justifiée par le fait que, 
lorsque D est ouvert et f de classe C'*, si a est un point de #; tel que d/(a) # 0, alors #; est une 
surface au voisinage de a (corollaire du 3.3.7, 3°) 


b) Lignes de champ. — DÉFINITION. — Soient U une partie de & et 
F:U - Eun champ de vecteurs défini sur U et ne prenant pas la valeur 0. On 
appelle ligne de champ de F tout C'-arc géométrique F à support inclus dans U, 
tel que, pour un représentant (1, f) de T on ait : 


Vter FE = FU) 


Géométriquement, il s’agit d’un arc là support inclus dans U, tel qu’en tout m € Len lequel 
F(m) # 0, la tangente soit la droite m + RF(m). 


5.6.3. Gradient 


(&, E} est un espace affine euclidien de dimension finie n, ‘ 
pas nécessairement orienté. 


1° DÉFINITION IL. — Soient U un ouvert de #, et f: U — R une 
application. Si f est différentiable au point m e U, on appelle gradient de f au 
point m, et on note grad f(m), Funique vecteur de E vérifiant : 


VxeE df(m).x = (x|grad f(m)). 
L'existence et l’unicité de ce vecteur résultent de : df(m) e E* (5.6.1, 1°). 


DÉFINITION IL. — Soient U un ouvert de #, et f : U — R'une application 
différentiable, Le champ de vecteurs défini sur U par m + grad f(m) est 
appelé gradient de f et noté grad f. 
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On notera qu'à f est alors associée une forme différentielle ©, de degré Q, différentiable sur U, 
et que grad f est le champ de vecteurs canoniquement associé à du. 


Propriétés. — Soit U un ouvert de &. 

a) Sif: U — Rest de classe C*, k > 1, alors grad f'est de classe C7? 
sur U. 

b) Le sous-ensemble de RÙ constituée des f : U — KR différentiables au 
point meU [resp. sur U] en est un sous-espace vectoriel, et l'application 
f + grad f(m) Cresp. f + grad f] de cet espace dans E (resp. E°) est 
linéaire. 

c) Si f, et f, sont des applications U — R, différentiables au point me U 
Cresp. sur U], alors f.f, est différentiable en m [resp. sur U) et : 

grad (f. f)(m) = f.(m).grad fi(m) + fi(m).grad f,(m) 
Cresp. grad ff, = f,.grad f. + f,.grad f,] 

d) Soient les applications f: U + Reto:1 — R, où I est intervalle de R 
contenant f(U); si f est différentiable au point me U [resp. sur U] et si @ est 
dérivable en f{m) Cresp. sur [1 alors @ » f est différentiable en m (resp. sur U] 


et: 
grad (p + f){m) = @'(f(m)).grad f(m) 
[resp. grad (o of} = (@' of).grad/f] 


e) Si l’ouvert U de & est connexe, alors pour toute application f : U = R 
les deux assertions suivantes sont équivalentes : 


i) f est constante; 
ii) fest différentiable et grad f est l'élément nul de E°. 


Il s’agit de conséquences immédiates des propriétés mises en évidence en 


IIL8 et des propriétés de l’application x ++ (.1x). | 
2° Liaison avec les surfaces de niveau. — On suppose ici dim # = 3. 
Proprosrrion. — Soient U un ouvert de & et f : U — & un champ de 


scalaires de classe C!. Alors pour tout m € U tel que grad f(m) # 0, la surface 
de niveau contenant ", ;,,, est une surface au voisinage de m, et grad f(m) est 
normal à cette surface en ce point. 


Résultat déjà obtenu au 3.3.2, 3°. 


ConsÉQUENCE. — Si f : U — & est un champ de scalaires de classe C 
défini sur un ouvert U et si grad f ne prend pas la valeur 0, alors les surfaces de 
niveau du champ f sont des surfaces au sens des sous-variétés, et, pour tout 
me U, grad f(m) dirige la normale en " à la surface de niveau qui contient m. 


3° Expression du gradient dans une base orthonormale. — On rapporte 
& à un repère orthonormal (0 : e). On dispose ainsi de & = Diff® (R”, &) défini 
n 


par (x,,...,x) > 0 + Y xe 


= + 
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Soient U un ouvert de & et f : U — R une application. On dispose de : 


fom: (x:,...,x,) (0+ Ë xe) 


i=1 


qui est une application de l’ouvert & !(U) de R" dans R. 
Soit m = O + Ÿ x; un point de U en lequel f est différentiable ; alors 


i=1 
fo est différentiable au point (x,,...,x,) de & ‘(U) et, pour tout 
:,....h,)eR", on a: 


ao. (S he) = d(f oæ)(x:, ...,x,).(hi, ...,h) 
i=1 

y. x 

= 2 En (67n > Xn)hi 


è(f ° æ) 


On en déduit que ( ss, x) est la famille des coordonnées 


ï 
covariantes de grad f(m) dans la base e; celle-ci étant orthonormalk, il s’agit de 
coordonnées contravariantes, et on à ainsi : 


" d(f o &) 
}- È ôx 


grad so + > Xe Ci ee Xe (où) 


i=1 È 
Dans la pratique, on s’autorise du difféomorphisme & pour « identifier » € 
et R, U et æ ‘(U), f et fow. On écrit donc f(x:,...,x,) pour 


f(o + D xe,} et f pour f ° & au second membre de (1). 


i=1 


EXEMPLE. — En physique, l'espace # étant un espace affine euclidien de dimension 3, rapporté 
à un repère orthonormal (0 ; i, j, k), on considère souvent des champs de scalaires f de la forme : 


M2 of + 7 + 2) 
où p: 1 — Rest une application, { étant un intervalle de R, (il s'agit de champs qui ne 
dépendent que de la distance r du point m au point fixe O). 
Lorsque 1 est ouvert, f est défini sur l’ouvert de # constitué par les points m de coordonnées 
(&, y, 2} tels que r = (x? + y? + 2) appartienne à {; si en outre q est dérivable, alors j est 
différentiable sur U et : 


VmeU grad fon) = 20 5 
r 


4° Potentiel scalaire. — DÉFINITION. — Soient U un ouvert de &, et 
F: U — E un champ de vecteurs. On dit que F dérive d'un potentiel scalaire 
sur U si, et seulement s’il existe une application différentiable f : U — R telle 
que F = grad f. 

On dit alors que F dérive du potentiel scalaire f. 
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REMARQUES. — a) Cette définition équivaut au fait que la forme différentielle wÿ, de degré un, 
canoniquement associée à F, est exacte et que wp = df. 


b} D'un point de vue algébrique, dans RŸ nous disposons de l'espace vectoriel 2 des 
applications de U dans R, différentiables sur U ; comme l'application de Z dans EV, f += grad f 
est linéaire, dans E Ü, nous disposons de l'image de ® par cette application, qui est un sous-espace 
de EU appelé espace des champs de gradients définis sur U: F dérive d'un potentiel scalaire si, et 
seulement si F appartient à cet espace. L'étude qui suit, caractérise, sous certaines conditions, 
noyau et image de l'application f + grad f. 


PROPOSITION. — Si U est connexe et si F: U — E dérive du potentiel 
scalaire f, alors les potentiels scalaires dont F dérive sont les g9 = f + à, où à 
désigne une application constante de U dans R. 


Simple conséquence de la propriété e) du 1°. 


e Supposons maintenant que & est rapporté à un repère orthonormal 
{0 ; e) et notons : 


n ñ 
r(o + Y a) = À Pie, x; 
i=1 i=i 


Démontrons, dans ces conditions : 


THÉORÈME. — Soit F: U — E une application de classe C!. 


i) si F dérive d’un potentiel scalaire sur U, on a : 
VÉjeN? = 
ii) si U est un ouvert étoilé par rapport à l’un de ses points et si: 
VGj)eN? —1= 1 
alors F dérive d’un potentiel scalaire f sur U:; f est de classe C?. 


Comme la base e est orthonormale, le problème est ainsi de savoir dans 
quelles conditions la forme différentielle de degré un: 


ñ 
> P; dx; 
i=1 


est une différentielle exacte, Il s'agit d’un cas particulier du théorème de 
Poincaré, traité en IV.4.3.1, 3°; le lecteur s’y reportera. 
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5.6.4. Divergence 


(&,E) est un espace affine (pas nécessairement 
euclidien) de dimension finie n. 


1° DÉFINITION. — Soient U un ouvert de #, et F : U — E une application. 
Si F est différentiable au point m € U, on appelle divergence de F au point m, et 
on note div F(m), la trace (!) de l'endomorphisme dF(m) de E. 

Si F est différentiable sur U, Papplication m + div F(m) de U dans R est 
appelée divergence de F et notée div F. 


Propriétés. — Soit U un ouvert de €. 

a) Si F: U — E est de classe C", k > 1, alors div F est de classe C*7!. 

b) Le sous-ensemble de EU constitué des F : U — E différentiables au 
point meU [resp. sur U] en est un sous-espace vectoriel, et l'application 
F + div F(m) [resp. F + div F] de cet espace dans R (resp. R°) est linéaire. 

c) Soient les applications @: U — Ret F: U — E différentiables au 
point me U, alors @.F est différentiable en m, et (si & est euclidien) : 


div (o.F)m) = pUm).div F(m) + (grad g{n)| F(m)) 


La justification de a) et b) est évidente. En ce qui concerne c) le lecteur pourra 
faire une démonstration directe. Plus simplement, il pourra anticiper sur le 
calcul qui suit et écrire : 

ñ 


ô 
div(p. PO) = À 2 (pu x). PiO x) 


ii OXi 
{en utilisant ici un repère orthonormal). 
2° Expression de la divergence. — & n’est pas nécessairement euclidien; 


(O;e) est un repère quelconque de &. 
Soient U un ouvert de &, et F: U — E une application. On note: 


F(o + Y xe) = À Pix... x,)e. 
i=1 


i=1 
n 
Soit m = O0 + Ÿ x, un point de U en lequel F est différentiable; au point 
al 
| __— ; éP, 
(Xu...,x,) de R”, on dispose des dérivées partielles ——(x,, ...,x,), 


(,j) e(N,). On déduit de IILS8.1.7, 1° que, E et R” étant respectivement 


{) La trace d’un endomorphisme a été définie au 1.12.2./, 3°. 
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rapportés à e et à la base canonique, la matrice représentative de 
dF{m) e S(R”, E) est : 

éP, 

a. Cr tres Xn) 

X; ie N4 


La trace de cette matrice étant celle de dF(m), on a: 


" r. P, 
avr(o + D xa)= D Qirstx,) 


i=1 FT 


REMARQUE. — Ici (#,E) est affine euclidien orienté, de dimension 3. Soit F : U +E un 
champ de vecteurs différentiable sur l’ouvert U de &; à F est canoniquement associé une forme 
différentielle de degré 2, 7, différentiable sur U: on dispose ainsi de dæ;, forme différentielle de 
degré 3 définie sur U. Le lecteur vérifiera que le champ de scalaires auquel do} est canoniquement 
associé n'est autre que div F. 


EXEMPLE. — En physique, on considère souvent un espace affine euclidien (&, E) de 
dimension 3, rapporté à un repère orthonormal (0 ; i, j, k) et des champs de vecteurs F de la forme 


m=O0+xi+yj+zk 1e gx? + y? + z2)/2) Om où @ est une application d'un intervalle 
1CR, dansR. 

Notant r la distance (x? + y? + z2)!/2 de m au point fixe O, on constate que, lorsque / est 
ouvert, F est un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de & ; si en outre @ est dérivable, F est 
différentiable; comme F s'écrit aussi : 


me péixi + pér)yj + pt)zk 
ona: 
div Fm) = r@'{r) + 3pir). 
Comme I est un intervalle ouvert de R,, r > 0 et les seuls champs à divergence nulle sont 


a 
œux pour lesquels fr) = —> œe R. Ce sont les champs newtoniens. 
r 


3° Laplacien. — DÉFINITION. — Soient (&, E) un espace affine euclidien, U 
un ouvert de &, et f: U — R une application deux fois différentiable. On 
appelle laplacien de f, et on note Af, l'application m +— div (grad f)(m) de U 
dans R. Lorsque cette application Af est nulle, on dit que Papplication f est 
harmonique. 


Soit (0;e) un repère orthonormal de &. On a vu au 5.6.3,3° que 
(moyennant une identification) grad f est le champ de vecteurs : 


ñ mn 
O+Yxe tm D (x... x,).e 
ei 11 0x4 
Il résulte du 2° que 
ñ ô?f 
=> 
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5.6.5. Rotationnel 


(&, E) est un espace affine euclidien de dimension 3, 
orienté 


NRA 


1° Soient U un ouvert de #, F : U — E un champ de vecteurs défini sur 
U, différentiable sur U ; à F est associée une forme différentielle w, de degré un, 
définie sur U, différentiable sur U. On dispose ainsi de dw;, forme différentielle 
de degré 2 définie sur U. Dans ces conditions, on pose : 


DÉFINITION. — Le champ de vecteurs défini sur U, associé canoniquement à 
la forme différentielle de degré deux do, (5.6.2, 2°, b) est appelé rotationnel du 
champ F et est noté rot F. 


Le lecteur notera que ce champ est canoniquement associé à F, en ce sens 
qu'aucune base de E n'intervient dans sa définition. Par contre il dépend de 
l'orientation de & et est changé en le champ opposé si l’on change cette 
orientation. 


REMARQUE. — En supposant F seulement différentiable en un point m de U, et en 
prolongeant de manière évidente la définition de la différentielle extérieure de wF en le point m 
exclusivement (alors qu’elle était définie globalement sur U en 5.1.1, 5°), on pourrait introduire par 
la même définition la notion de rotationnel de F au point me U. 


Propriétés. — U est un ouvert de &. 

a) Si F : U — E est de classe C*, k > 1, alors rot F : U — E est de classe 
ct. 

b) Le sous-ensemble de E constitué des F': U - E différentiables sur U en 
est un sous-espace vectoriel, et l'application F + rot F de cet espace dans EU 
est linéaire. 


c) Soient F: UE et @ : U -+ R deux applications différentiables alors 
p.F:U-—E est différentiable et l'ona: 
rot (p.F) = @.rot F + (grad p) À F, 


La propriété a) résulte de 5.6.2, 2° et de la classe de do; 

b}) est trivial. 

Quant à c), au champ w.F est associé la forme @.w®.. D’après 5.1.1, 5° : 
dépo:) = @.dw; + d À &y 


(attention : ici A est le produit extérieur des formes différentielles). Le résultat 
provient du fait qu'à @.do, est associé @.rot F et qu’à dp A ©, est associé 
(grad æ) À F (utilisation pour chaque point me U de 5.6.1, 2°, remarque b). 
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2° Expression du rotationnel dans une base orthonormale directe. Soit 
(O;i,j, k) un repère orthonormal direct de #: U étant un ouvert de & et 
F:U - E un champ de vecteurs défini sur U, différentiable sur U on note : 


Fm) = P(m)i + Q(m)j + R(m)k. 


On identifie F à une application (notée F) d’un ouvert de R*(noté U) dans 
E, et on fait de même pour P, Q, R. On a ainsi: 


Ft, y,2) = PC, y, 2)i + Q(x y, 2)j + RO y, 2k 


Comme (i, j, k) est une base orthonormale de E, à ce champ de vecteurs F est 
canoniquement associée la forme : 


oF:(x7,2) + PO y, 27 dx + QÙx, y, 2) dy + R(X y, 2) dz 


P, Q et R sont différentiables sur U et dw, est la forme différentielle de degré 
deux : 


R ôQ 
(7,2) DC p,2) — (y, à) dy À dz 
ôy êz 


Comme (i,j,k) est orthonormale directe, dœ®; est associée au champ de 
vecteurs, qui est par définition rot F : 


êR ÉTe) | (E êR. » 
à (& y, 2) ea ( y, 2) Ji + En 6 y, 2) x C », 2) )j 


 »,2 ( 
ô êP 
+ (Be 2 - Tr :) k (1) 


REMARQUES. — 4) On pourrait définir rot F(m) directement par la formule (1) (ceci dans un 
repère orthonormal direct) mais il faudrait vérifier alors, ce que le lecteur peut faire en exercice, que 
ce vecteur rot F(m) ne dépend pas du choix de ce repère. 


b) D'un point de vue mnémotechnique, le lecteur remarquera que (1) s'écrit aussi : 


rot F(m) = i A PE tr) +ijA UE kA 2 (mx 


3° Formules d'analyse vectorielle. — Les propriétés qui suivent 
complètent celles qui ont été vues en 5.6.3 1°, 5.6.4 1° et 5.6.5 1°; U est un 
ouvert de &. 


PROPRIÉTÉ L — Si f: U —R est deux fois différentiable, le champ de 
vecteurs défini sur U, rot (grad f), est le champ nul. 
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En effet si (O:i,j,k) est un repère orthonormal direct de & nous 
identifions f à une application deux fois différentiable d’un ouvert U de R° 
dans R, et nous avons 

.  0f, of 
radf = 1 +) +—Kk 
gradf = êy) êz 

Utilisant 2°, nous constatons que la propriété résulte du théorème de 
Schwarz (IIL.8.2.4). On peut la retrouver par d(df}) = 0. 


PROPRIÉTÉ Il. — Si F : U — E est deux fois différentiable, le champ de 
scalaires défini sur U, div (rot F), est le champ nul. 


Démonstration analogue à celle de la propriété I. 


Autres formules. — 
e Sifet g de U dans R sont deux fois différentiables : 


AUg) = f.Ag + g.Af + (grad figrad g). 
e Si F et G de U dans E sont différentiables : 
div(F A G) = (Gjrot F) — (FlrotG). 


4° Potentiel vecteur. — DÉFINITION. — Soient U un ouvert de E, et 
G : U — E un champ de vecteurs, On dit que G dérive d’un potentiel vecteur sur 
U si, et seulement s’il existe une application différentiable F : U — E telle que 
G=rotF. 

On dit alors que G dérive du potentiel vecteur F. 


D'un point de vue algébrique, dans EV les applications différentiables sur U constituent un 
espace vectoriel 2; comme l'application de Z dans EU, F +-rot F est linéaire, dans EU nous 
disposons de l’image de 2 par cette application, qui est un sous-espace de EU appelé espace des 
champs de rotationnels définis sur U; G dérive d’un potentiel vecteur si et seulement si G 
appartient à cet espace. L'étude qui suit caractérise, sous certaines conditions, noyau et image de 
l'application F HrotF. 


PROPOSITION. — Si U est un ouvert étoilé par rapport à l’un de ses points, et 
si G: U > E dérive du potentiel vecteur F de classe C', alors les potentiels 
vecteurs de classe C' dont G dérive sont les H = F + grad f, où / désigne une 
application de classe C? de U dans R. 


i) Soit H: U —E, de classe C!, tel que rot H = G. Nécessairement 
H—F:U-E est de classe C', et rot(H — F) = 0. Prenant un repère 
orthonormal direct (0 ; i, j, k) de #, avec les abus de langage déjà signalés, nous 
écrivons : 


H-F=Pi+Qj+Rk 


avec P, Q, R de classe C! et vérifiant 


É DE Œ- JE @ æ) 
êy  ôz ôz ôx ôx  Ôy 
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Appliquant le théorème du 5.6.3, 4° on sait l’existence de f : U — R de 
classe C? telle que H — F = gradf. 


ü) Sans hypothèse sur U, on sait que si f : U — R est de classe C2, aiors 
F + grad/f est de classe C!, et rot (F + gradf) =rotF. 


THÉORÈME. — Soit U un ouvert de #, G : U — E un champ de vecteurs 
défini sur U. 


i) Si G dérive d’un potentiel vecteur F, deux fois différentiable, alors : 
div G = 0. 


ii) Si U est étoilé par rapport à l’un de ses points, si G : U - E est de 
classe C! et si div G = 0, alors G dérive d’un potentiel vecteur F de classe C?, 


i) est une conséquence de 3° propriété IL. (| 
ii) Prenant un repère orthonormal direct de &, (0 : i, j, k), nous identifions 


& et R° et nous disposons de l'application G, de classe C!, d’un ouvert U de 
R, dans E : 


G, 3,2) > G(x, y, 2) = P(x, y, 2)i + Q(x, y, 2)j + Rx, y. 2)k 


À G nous pouvons associer la forme différentielle de degré deux, de classe C! 
sur U, définie par : 


C6 7,2) ox y, 2) = P(x, y, 2) dy À dz + Q(x, y, 2) dz À dx 
+ R(x, y. 2) dx À dy 


L'hypothèse div G = 0 équivaut à do; = 0. 

Ainsi «w, est exacte sur U (Poincaré, 5.1.3, 2°), ce qui équivaut à l’existence 
d'une forme différentielle 8, de degré un, de classe C? sur U telle que wç = d@; 
le champ de vecteurs F, canoniquement associé à 8 est un potentiel vecteur de 
G, de classe C?, 


5.6.6. Circulation, flux 


1° Circulation. — (£&,E) est un espace affine euclidien de dimension n 
quelconque. Soit F : U — E un champ de vecteurs défini et continu sur une 
partie U de & ; à ce champ est canoniquement associée une forme différentielle 
&, de degré un, définie et continue sur U. 


Soit L, un arc géométrique orienté de représentant (4, f) avec 1 = [ab], 
a < b, qui est de classe C! par morceaux et dont le support est contenu dans 


U. On dispose de œ@F; on pose alors : 
T4 


DÉFINITION. — Î ©- porte le nom de circulation (ou encore travail} du 


T4 
champ de vecteurs F le long de l'arc géométrique orienté T,. 
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Interprétation physique. — Quitte à fractionner T°; en sous-arcs, nous pouvons supposer LD, 
de classe C1 Soit (1,f) avec 1 = [a, b], a < b, un représentant de T,. 
Par définition : 


b 
( OF = Î oAJ() .f'() de 
r 


D'après 5.6.1, 1°, pour tout t de [a, b], æXf(r)) = (|F(/(B)). Ainsi : 


b 
[ ÔF = [ CL) dr. 
4 a 


Physiquement, (F(f{t)}|f'(0) dt est le produit scalaire en tout point de l'arc l,, du vecteur 
champ par le déplacement élémentaire f'{r) dr. 


Calculs pratiques. — On prend une base orthonormale e = (e,, ..., e,) de 
E. On dispose alors de 


F:U—E mt Fi(m) = Ÿ Phi 


i=i 
on sait alors que w; est la forme différentielle de degré un, définie sur U par 


n 
mt Y P{m)dx,. On est ramené aux calculs de 5.22. 


i=1 


Cas des champs dérivant d'un potentiel scalaire (ou encore cas des champs 
de gradients). — Dire que F : U — E dérive du potentiel scalaire f équivaut à 
dire que w/, forme différentielle de degré un associée canoniquement à F, est 
exacte et de manière plus précise que w, = df (remarque de 5.6.3, 4°). Les 
propriétés relatives à la circulation d’un tel champ sont donc celles des 
intégrales curvilignes des formes exactes. On peut ainsi citer (5.2.1, 5°) : 


e La circulation d’un champ dérivant d'un potentiel scalaire, le long d’un arc 
ne dépend que des extrémités de l'arc. 

e La circulation d'un champ dérivant d'un potentiel scalaire le long d'un arc 
fermé est nulle. 

e Si U est un ouvert connexe, la condition énoncée ci-dessus est suffisante 
pour qu'un champ, continu sur U, dérive d'un potentiel scalaire. 


2° Flux. — (&, E) est un espace affine euclidien orienté, de dimension 3. 
Soient U une partie de #, et F : U — E un champ de vecteurs continu ; à F est 
canoniquement associée une forme différentielle ©, de degré 2, définie et 
continue sur U. On pose : 


DÉFINITION. — Soit 4, une surface décomposable orientée. Si les 
conditions d'existence du théorème du 5.4.3, 2° sont remplies, l'intégrale de ©; 


sur #,, Î o;, est dite flux du champ de vecteurs F à travers #,. 
re 


Comme toute intégrale de forme différentielle de degré 2, le flux dépend de 
l'orientation de la surface décomposable, mais ici en outre de celle de l’espace. 
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Interprétation physique. — En utilisant une décomposition de &,, on se ramène au cas d'une 
nappe géométrique plongée orientée ©,, de représentant (Q,®) Introduisant un repère 
orthonormal direct (O0 :i,j,k) de &, nous disposons : 

— dF:U—E F= Pi+ Qj+ Rkoù P, Q,R sont des applications continues de U dans 
R, 

— de op: U #{E) op = Pdy À dz + Q dz À dx + R dx À dy, 

— dD:f4 (uv) + 0 + X{u, vi + Yu, o)j + Zu v)k 


Utilisant 5.4.7, 3°, il vient : 
! É &F = Î[ {ee LE 2 +(Q@e vo 22 si +R .o 22 2} dudo 


u, v} D(u, v) D(u, ») 


La base (i j, k) de E étant orthonormale, le terme entre crochets est le produit scalaire du 
vecteur : 


(P o@i + (Q © D)j + (R © Œ)k, 
qui est F(m), où m désigne le point Œu,v} de #,, et du vecteur : 
DE,2,, DZ,X), DA, 
Du, t} L Du, v) L D(u, D" 


= (Di, À D){u, v) 


Introduisant (|, « DT! ®, À D}(u, ), qui est le vecteur unitaire normal n(m) à &, au 
point m = Œ{u, v) on peut écrire : 


[ Or = Î[ (F(m)in(m)) dA @) 
#, 0] 


où dA désigne {D'{u, v) À D'{u, v)|| du de, qui est l'aire élémentaire. Ainsi, physiquement, le flux est 
l'intégrale sur , du produit scalaire du vecteur champ Fm) par «ie vecteur aire 
éiémentaire » nm) d4. L'orientation de , et celle de l'espace interviennent par n(m). 


Complément sur l'angle solide.— Soient # une surface décomposable de classe C* et O un 
point de #\#: nous supposons en outre que, pour tout me #, la demi-droite A, d'origine O 
contenant m, ne rencontre & qu'en m. Nous disposons ainsi du solide conique C constitué par les 
A,, et nous notons # = S AC, où S est la sphère (0, 1} Rappelons que si # est une surface 
décomposable quarrable, son aire est, par définition, l'angle solide «sous lequel on voit # du 
point O». 

Considérons une décomposition de #, qu'il est commode d'écrire ((U,, 0 + ®)),., en 


introduisant Om = ®, Il lui correspond la décomposition de & : 


(Ur O + en avec  Wisri® où = | 


Si, ce que nous supposons, chaque nappe paramétrée (U,, U + Y,) est quarrable, d’aire a, 
alors (4.2.3, 3°} nous disposons de fangle solide Q = Y a. 


er 
Du fait que le champ vectoriel W, est unitaire, le champ scalaire 


og, ap] 1 oœ, 26, 
|, tele, 2 
êu  êv " êu à 


vérifie : 
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D'où : 
a = I Ipdu, v)| du de 
LA 


Avec {a notation habituelle : 


D, dd! 4, 6®, 
je AT A, 
êu dv ôu êv 
il vient : 
®, ë®, 2, 
n = Z h al" {u, v) CET {u, v)|| du do @) 


. À. n 
— Supposons maintenant que est en outre une surface orientable (au sens des sous- 


variétés) ou une partie d’une telle surface ’ (dont l’orientation induit alors une orientation sur 
#), et supposons que l’orientation a êté choisie de façon qu'en tout me 4 la normale orientée 
fasse un angle aigu 6 avec À, 

En changeant éventuellement les nappes paramétrées (U,, O + ®,), de façon à obtenir des 
représentants directs des nappes géométriques Z;, correspondants, on peut se ramener au cas où, 
pour tout ie I, la fonction (;ln) est à valeurs positives, ce qui permet d'écrire (Qin,) = r; cos 6, 
avec 8, à valeurs dans [0, 1/2]. On peut ainsi supprimer la valeur absolue dans (2), qui devient, en 
utilisant (1} et 5.4.3 : 


R=Y or | CA 


rerds, 


— 


Om 

où F désigne le champ de vecteurs défini sur &\{0} par m — — L'angle solide Q est donc le 
r 

flux de ce champ à travers #,. 


REMARQUE. — Après avoir étudié 6.1.2, le lecteur sera conduit à : 


aff tu 
g Tr 


Le lecteur pourra compléter ce qui précède concernant les angles solides en consultant des 
ouvrages de Physique. 


3° Stokes, Ostrogradski. — (&,E) étant un espace affine euclidien de 
dimension trois, orienté, les théorèmes classiques de Stokes et d'Ostrogradski 
ont une interprétation dans le contexte ici envisagé de l'Analyse vectorielle, On 
obtient ainsi : 


THÉORÈME DE STOKES. — Étant donnée une surface orientée 4, et un 
compact à bord K contenu dans ,, de bord orienté GK ,, si F est un champ de 
vecteurs de classe C' sur un ouvert U de # contenant K, alors la circulation du 
champ F le long du bord orienté ôK , est égale au flux du rotationnel du champ 
F à travers le morceau K de la surface orientée 7 ,. 


Il suffit de reprendre les définitions de la circulation, du rotationnel et du 
flux et d'appliquer le théorème de Stokes : 


[ OF | do; 
ôk. Ku 
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Identifiant alors, par.le choix d’un repère orthonormé direct (0: i, j, k), 
(&, E) et R* orienté canoniquement nous disposons dans (#, E) de la notion de 
compact à bord. D'où : 


THÉORÈME D'OSTROGRADSKL — Si K est un compact à bord de #, de bord 
orienté ÔK , et si F est un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U de # 
contenant K, alors le flux du champ F à travers la surface orientée ÔK , est égal 
à l'intégrale triple de la divergence du champ F sur le compact K. 


Ï suffit ici de reprendre la définition du flux, celle de la divergence et le 
théorème d’Ostrogradski. (me) 


REMARQUE. — Le lecteur notera que dans ces deux théorèmes le champ F est de classe C! sur 
un ouvert U contenant K. Lorsque cette hypothèse n’est pas satisfaite, il importe, comme sur les 
exemples qui suivent, « d'isoler » les points où F ne vérifie pas cette hypothèse. 


EXEMPLE L — (#,E) est rapporté à un repère orthonormal direct. Pour tout me&, de 
1 

coordonnées cylindriques (p, 8, 2}, nous posons : F(m) = — ve. Nous définissons ainsi un champ de 
p 


vecteurs F de classe C® sur l'ouvert U constitué de & privé de l'axe Oz. Physiquement, à une 
constante multiplicative près, il s’agit du champ créé par un fil électrique « infini » coïncidant avec 
Oz. Dans le repère (O:i, j, k) l'expression du champ F est : 


1 
Fm) = —— > (- vi + xj}, avec m = O + xi + yj + zk. 
X° + 


On constate que F est, sur ouvert U, un champ à rotationnel nul. 

Comme nous l'avons déjà remarqué cette condition est une condition nécessaire pour que F 
dérive d'un potentiel scalaire, qui est suffisante si U est étoilé par rapport à l'un de ses points, 
hypothèse ici non vérifiée. D'ailleurs si nous considérons le C®-arc géométrique oriènté représenté 
par y = (1,f} avec 1 = [0,27] et 


ft) = O0 + pcosti + psin ri + kk, avec p>0 et heR, 


(cercle d’axe Oz), la circulation de F le long de cet arc est 27, ce qui fait que F ne dérive pas d’un 
potentiel scalaire sur U. 
Le théorème de Stokes ne s’applique pas car tout morceau compact K d'une surface #, tel 
que y = K, rencontre Oz (c'est, par exemple, le cas pour une demi-sphère de grand cercle y). 
On peut alors tenir deux raisonnements : 


— Considérer un ouvert U’ & U, étoilé par rapport à l’un de ses points (c'est le cas des points 
de coordonnées cylindriques (p, 8, z} avec p > Det a < @ < « + 21, œe R fixé). Sur U”, F dérive 
d'un potentiel scalaire et la circulation le long de tout arc fermé, C! par morceaux, de support 
contenu dans U’ est nulle. 

— Raisonner de manière plus physique, en utilisant le théorème de Stokes. Sans nous étendre 
sur les difficultés théoriques, on voit qu’il y a deux types d’arcs fermés, simples, C! par morceaux, 
de support contenu dans U : 

i} ceux « n'entourant » pas Oz et pour chacun de ceux-là on peut trouver un morœau 
compact K d'une surface #, dont il soit le bord avec K © U. La circulation le long d’un tel arc 
est nulle, même s'il n'est pas inclus dans un ouvert U‘ du type précédent, 

i} ceux «entourant » Oz et pour lesquels tout compact K d'une surface 4, dont il est le 
bord, rencontre Oz. Pour un tel arc y, dans le cas où il «entoure Oz » une seule fois, on peut 
considérer un cercle y’ centré sur Oz, contenu dans un plan z = k, parcouru une fois, «en sens 
inverse de y» et conformément à la figure 70, faire apparaître la réunion de y et y’ comme le bord 
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orienté d'un morceau compact K d’une surface 4, orientée, avec K © U. Le théorème de Stokes 
s'applique et la somme des circulations le long de y et y est nulle. En conclusion : 

— Si y entoure Oz une fois dans le sens direct, la circulation le long de y est 2x; 

— Si y entoure Oz une fois dans le sens rétrograde, la circulation est — 27. 


EXEMPLE IL — (#,E) est rapporté à un repère orthonormal direct (O; i,j, k) ce qui permet de 
l'identifier avec R° orienté canoniquement. On considère le champ de vecteurs F, de classe C® sur 
SO} défini par : 


_— 


Om + 
me F(m) = —, avec r = Om] 
r 


(c'est le champ newtonien déjà vu en 5.6.4, 2°). 


On a déjà vu que ce champ est à divergence nulle, ce qui est une condition nécessaire pour 
qu'il dérive d’un potentiel vecteur, suffisante si #\{O} était étoilé par rapport à l'un de ses points, 
hypothèse non réalisée ici. On laisse au lecteur le soin de vérifier que, précisément, sur #\{O}, F ne 
dérive pas d’un potentiel vecteur. 


Intéressons-nous ici à un compact K de &, à bord. On voit que deux cas sont possibles : 


— Cest extérieur à K. Ostrogradski s'applique et le flux du champ F à travers le bord de K, 
orienté conformément à 5.5.1, 1°, est nul (physiquement il s’agit du flux sortant de K}. 

— Oest intérieur à K. Prenant une boule B de centre O, contenue dans K on peut, 
conformément à la figure 71 ci-dessous, former un compact K’ de # dont le bord orienté soit 
constitué du bord orienté de K et de la sphère correspondant à B, les normales étant orientées vers 
l'intérieur de B. 


Le) 


FIG. 70. FIG. 71. 


Le théorème d'Ostrogradski s'applique et ainsi le flux de F à travers ÔK , est l'opposé du flux 
de F à travers la sphère de centre O, de rayon € > 0, orientée par ses normales dirigées vers 
l'intérieur de B. 

Tout revient alors à calculer le flux de F à travers cette sphère, normales cette fois ci orientées 
vers l'extérieur de B. On peut, soit utiliser l'interprétation physique du flux, soit associer à F la 
forme 


Î 
or = («dy A dz + ydz À dx + zdx À dy) 


et procéder comme en 5.4.3, 2° exemple. 
On trouve ainsi que le flux de F à travers ÔK , (flux sortant) est 4x. 
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EXERCICES 


Sauf avis contraire, on se place dans IR? (resp. R°), implicitement muni, si nécessaire, 
de sa structure affine et aussi euclidienne canonique. 
FORMES DIFFÉRENTIELLES. 


Nous dirons, abréviativement, p-forme différentielle pour forme différentielle de 
degré p. 


5.01. — Dans R#, on considère la 2-forme différentielle 
a = Ÿaidx; À dx, 
bi 
à coefficients constants, antisymétriques (4j = — &;)). 
a) Condition pour que l'on ait: à A œ = 0. 
b} Déterminer à pour que : à À & = dx, À dx, À dx3 À dxs. 
5.02. — a) Dans R*, déterminer toutes les 2 formes différentielles © telles que : 
@ A (dx À dy + dz À dt) = dx À dy À dz À dt. 
b) Dans R#, déterminer une 2-forme différentielle x telle que : 


& A œ= dx À dy À dz À dt, 


5.03. — Dans R?', on considère la 2-forme différentielle : 
œ = dx, À dx, + dx, À dx3 +: + dx2,_, À dx, 


Calculer &”. 


5.04 — Dans R”, on considère des formes différentielles constantes et non nulles, 
& et à, de degrés respectifs 1 et p. Montrer que la condition @ À & = 0 est nécessaire et 
suffisante pour qu'il existe une (p — 1)-forme différentielle B telle que : à = & À f. 


5.05. — Déterminer tous les automorphismes de R° qui conservent la 2-forme 
différentielle : 


œ=ady À dz + bdz À dx + cdx À dy, (a, b, c: constantes données) 


5.06. — Sur louvert U = {(x, y,z)e R*|xyz # 0}, on considère la 1-forme 
différentielle : 


dx dy  dz 
= — ++ — 
YZ 2X Xy 


Trouver f : U — R, de classe C!, telle que la forme fa soit fermée. 
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5.07. — On considère, sur R2\{(0, 0)}, la 1-forme différentielle 
(x — y}dx + (x + y)dy 
Sn (h > 0). 

Pour quelles valeurs de h est-elle fermée ? Est-elle alors exacte ? 


5.08. — Montrer que la 1-forme différentielle : 
(ay — bz)dx + (cz — ax) dy + (bx — cy) dz 


(ez — ax)? 


“où a, b, c sont des constantes non nulles, est exacte dans chacun des demi-espaces de R° 
sur lesquels elle est définie. 


5.09. — On considère la 1-forme différentielle sur R°: & = y dx — x dy + dz. 

a) Conditions sur les applications f et g de classe C! de R° dans R pour que la 
forme à — gdf soit fermée. 

Montrer que f et g sont nécessairement indépendantes de z. Peut-on se donner 
arbitrairement g (indépendante de z} et en déduire f ? 

b) Les conditions trouvées en a) étant remplies, montrer que, pour tout x e R°, les 
formes linéaires df(x), dg(x), (x — g d/f)(x) sont indépendantes. 


5.10. — Les notations étant celles du cours, on dit que & e G (U) admet un facteur 
intégrant si, et seulement s’il existe f € QŒ{(U), ne prenant pas la valeur 0, telle que la 1- 
forme fx soit exacte. 

a) Montrer que, s’il en est ainsi: & À da = 0. 

b) Soit y (resp. \) une application de classe C® d’un intervalle réel I (resp. J} dans 
R. On adopte E=R,U=I1xJxRet: 


a = dx + x dy + zp(x}W(y) dz 


Comment choisir (I, @) et (J, y), les intervalles étant maximaux et les fonctions non 
nulles pour que : & À da = 0? 

& étant ainsi déterminée, montrer que & possède effectivement un facteur intégrant 
J, et déterminer ue QF(U) telle que fx = du. 


5.11. — Soient P, Q, R trois fonctions homogènes de degré m, définies sur R°. 
On suppose que le champ de scalaires 
P(E ) : És 2 : (°° > se 

a = = est nul (ce qui signifie que le cham 
w &) & % OR 6) SU SE AN MESA b 


(P, @. R) est orthogonal à son rotationnel). Montrer que si la fonction Px + Qy + Rz 
ne prend pas la valeur 0, la 1-forme différentielle à = P dx + Q dy + R dz admet le 
facteur intégrant 1/Px + Qy + Rz). 


5.12 — Soient I un intervalle ouvert de R et F un ouvert de R2. Sur l’ouvert 
U = V x 1 de R° on considère une 1-forme différentielle : 


a = P(x, y, z)dx + Q(x, y, 2) dy + Rx, y, 2) dz. 
Soit f : V — I une application de classe C2; on lui associe l'application : 
PVR (y x y fx ») 


Condition sur f pour que la forme @*{x) soit fermée. 
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5.13. — E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, U est un ouvert de 
E étoilé par rapport à ©. 
a) À tout couple (a, x)e f(U) x U, p > 1, on associe l'application : 


k(a)(x): E71 = R 
L 
Gr x) [ tr" Taex).(x, x3, .., Xp 1) dt 
© 


Vérifier qu’il s’agit d’une forme (p — 1) linéaire alternée sur E. 
Montrer que l'application : 
KG): U > #,ilE) x + k(o](x) 
est de classe C* 
b) On définit une application k: Œ{U) —+ G@_,(U) par: 
— Si p> 1, et si «eŒ{(U), k(a) est l'application introduite en a. 
— Si fe @(U), k(f) est 0. 
«) Montrer que k est linéaire. 
B) Pour œe Œ{U), p > 1 et k > 1, montrer: 


dék(a)) + k(da) = 0. 
Y) Pour f e@(U), et k > 1 montrer: 
kdf =f —f 
où /f, est l'application constante, de valeur f(0), de U dans R. 
c} En déduire le théorème de Poincaré, 
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5.14. — Soit « = Dax; dx, une 1-forme différentielle sur R° (les &, sont des 


à, 
constantes non toutes nulles). 

a) Montrer qu’il existe un vecteur w tel que l'intégrale curviligne de « le long de 
tout arc paramétré fermé de R*, C! par morceaux, à support inclus dans un plan 
quelconque parallèle à w soit nulle. 

b) Calculer l'intégrale curviligne de « le long d’une ellipse de centre 0. Conditions 
sur & pour qu’une telle intégrale soit toujours nulle. 


5.15. — Dans R, on considère la 2-forme différentielle : 
a = ady À dz + bdz À dx + cdx À dy, 


{a, b, c: constantes non toutes nulles). 
Montrer qu'il existe un unique vecteur w tel que, pour tout morceau quarrable + 


d’un plan quelconque parallèle à w, l'intégrale de & sur t soit nulle. 


5.16. — Calculer l'intégrale curviligne [ x? dy + y? dx, où y est l’arc paramétré 
Li 
simple de R?, arbitrairement orienté, de support (avec a > 0 et b > 0): 
x? y? x? y? 2x 2 
a) x2+ÿ—ax=0; b) +7 120; à +7 Le 
a pb? a 
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- pd dy 
517. — Calculer [ ie LR Le 
x +y 


* 
C! par morceaux, orienté, dont le support est le carré de sommets consécutifs : (a, a), 
(— aa), (— a, — a), (a, — a). 


où y est l'arc paramétré simple de R?, 


5.18. — Caïculer Le cos y + xy?) dx — (e* sin y + x?y) dy, où y est l'arc 


8 e[0,r/d] de la lemniscate p = ,/cos 28 de R?. 


5.19. — Calculer [e + 22) dx + (22 + x?) dy + (x? + y?) dz, où y est l'arc 
paramétré simple de R°, arbitrairement orienté, de support : 
(x? + y? = 2pz) À (ux + vy + wz + h = 0). 
5.20. — Soit f une application de R dans R, de classe C!, telle que f(1) = 1. 
a) Déterminer f pour que la 2-forme différentielle sur R° : 


a = xdy À dz + yf(y) dz À dx — 2zf(y) dx À dy 


vérifie : dx = dx À dy À dz. Calculer alors [ æ, où #, est la calotte sphérique 
#4 


C+y +2 =Da(G> V2, 
orientée de façon que la normale soit dirigée vers l'extérieur de ia sphère. 
b} Déterminer f pour qu'il existe une forme différentielle : 


wo = P(x,y,2) dx + R(x,y,z)dy, avec  P(x, y, 0) = Q{x, y, 0) = 0 
vérifiant do = «. 
Calculer alors [ æ, où l, est le cercle (x? + y? +2? =1) a (z = V2, 


Tr, 
orienté de façon à être le bord orienté de ,. 


5.21. — Dans R°; on considère la demi-boule K (resp. l'hémisphère #) : 
x2+y2+27<R? (resp. = R?), 2 > 0. 
a} Calculer : 


C2 + 2) dx À dy + x dy À dz — 3x2y dz À dx 


22 
(la normale à 4, étant dirigée vers l'extérieur de K). 
b) Retrouver le résultat en considérant 4, comme une partie du bord ô&K,. 
5.22. — Dans R° on considère la 2-forme différentielle 
_ dy - y dx) À dz 
x +p+z 
a) Caïculer @*(&) et p*(da) où æ est définie par 


x = r sin 6 cos y, y = rsin 6 sin y, z =rcos 8 
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b} Calculer de deux manières Î a, où #, est la sphère (0,1) munie de 
#. 
l'orientation habituelle, 


5.23. — Dans R', on considère la boule K (resp. la sphère 4) de centre O, de 
rayon R. Soit & la 2-forme différentielle définie sur R%\{(0, 0, 0)} par : 


a = Log(x? + y? + 22) [x dy À dz + y dz À dx + zdx À dy] 


a) Calculer : I(R) = Î & (orientation habituelle). 
FF, 


b) 4, étant considérée comme 6K,, montrer que l'intégrale généralisée 


J(R) = | du est convergente et la calculer. 
K 


5.24. — Soit , le tore à collier défini par : 
x=(a+Roost)cos 8, y ={a +Rocost)sin 6, z= Rsint 


avec : 0 < R < a, Be [0,2n[, re [0,27[, la normale au point (6, f) étant orientée par 
cos tu4 + sin tk. 


zdx À dyet [ x dy À dz sont égales au volume 


CA 


Montrer que les intégrale [ 
4, 
du tore. 


ANALYSE VECTORIELLE. 
5.25. — On donne le réel à et les deux droite 2, et 3, de &, d'équations : 
@) G=D4AG=2+1); (2) (=241(x=72-3) 


A tout me; on associe ses projections orthogonales m, sur 3, ie N,. Calculer la 


— 


circulation du champ de vecteurs : m + mm, + œmm, sur le cercle d'équation 
Ge? + y? + 22 = 9) À (x + y + 2 = 0), arbitrairement orienté. 


5.26. — Soit F le champ de vecteurs de R° de composantes : 
Ppm = x — pr;  Q(p,z)= y zx; Rx p,2)= 77 — xy 


a) Dérive-t-il d’un potentiel scalaire ? 
b) Calculer le flux du champ F sortant de la sphère d'équation 


x? + y? +2? — 2R(x +y+2z)+2R2=0, (R>O). 


5.27. — Expression générale des champs de vecteurs de R? qui dérivent d'un 
potentiel scalaire et admettent pour surfaces de niveau les sphères tangentes en © au 
plan xOy. 


5.28. — Déterminer une application @ de R dans R telle que le champ de vecteurs 
G:R$ — R° défini par: 


O + xi+pj+zk (1 + x2)p(xhi + 2xyp(xi — 3zk 


dérive d'un potentiel vecteur F. 


EXERCICES 287 


Déterminer alors F, en lui imposant la condition : (F|k) = 0. 
Calculer la circulation de F le long du cercle (x? + y? = 1) À (2 = 1). 
Retrouver ce dernier résultat par la formule de Stokes. 


5.29. — Dans un plan de #, on donne une droite ® et deux points a et b tels 
que = Aff(a, b} soit distincte de 2. On étudie le champ scalaire : 


J:&—R m + dim, a} + d(m, b) + d(m, 2) 


où d(m, a), dm, b), dm, 2) sont les distances de m à a, b, 2. 
a) Étudier le champ grad f. Préciser en particulier les points où f est minimale. 
b) Dans le cas où les droites Z et Z' sont orthogonales, étudier l’ensemble : 


{m € &|F0m) = 2 d(b, 9) — d{a, 9)} 


5.30. — Dans #,, on donne deux boules ouvertes disjointes Æ et #, de frontières 
€ et €'; on définit l'application f de #,\(# LU #°) dans R par : fm) = [mél] + ||mé||, 
où + et #’ sont les points de contact de tangentes à @ et @’ qui contiennent m. 

Montrer que f admet une borne inférieure, et que celle-ci est atteinte en un, ou 
plusieurs points que l’on déterminera. 


5.31 — Soit f un champ de scalaires de R2. On lui associe le champ de vecteurs F 
tel que, pour tout me R?, F(m) se déduise de grad f{m) par la rotation d’angle donné &. 
Condition sur f pour que F soit un champ de gradients. 


5.32. — Soit F le champ de vecteurs de R° de composantes : 


— 2x73 = 2pz5 322 
EME TE, RGP D=1+-—> 
C2 + »ÿ 62 +»? x + 


Vérifier qu'il s’agit d’un champ de gradients. Trouver les surfaces de niveau et les lignes 
de champ. 


PC y 2 = QC », 2) = 


5.33. — Soit G le champ de vecteurs de R? de composantes : 
Ph,y,2)=pz; Qyn=— x;  R(ky,2) = x? + xy 


a) Vérifier que c’est un champ de rotationnels, et trouver un potentiel vecteur de la 
forme 
Fm) = X(x y, 2) + Yx, y, 2). 
b) Calculer le flux du champ de vecteurs G à travers le demi-ellipsoïde : 
x Le 2? 


c) Soient f une application de classe C! de R dans R, et # la surface d’équation 
xz = f(x + y}. On désigne par 1(y) la circulation du champ G sur le Cl-arc y tracé 
sur #. 

— Montrer que si y est fermé, alors J(y) = 0; 

— Peut-on choisir f pour que l'on ait {(y) = 0 pour tout arc y fermé ou non ? 
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5.34 — On reprend le tore orienté #, introduit à l'exercice 5.24. Calculer le flux 


du champ de vecteurs m + |Om|”!.Om à travers ,. 


5.35. — Déterminer deux fonctions f(, r) et g(8, r) vérifiant les trois conditions 
suivantes : 


a) f est une fonction harmonique, 


b) Le champ de scalaires défini, au moyen des coordonnées cylindriques (8, p, z) 
par : 


u(m) = p°f(8, 2} — 2z*g(6, p) 


est une fonction harmonique. 
c) La fonction g — f s'écrit g — f = F(f). 
On commencera à montrer que, f étant une fonction harmonique arbitrairement 


ê 
choisie, la condition b) s'écrit : g = f +p . et qu’elle implique que g est harmonique. 
p 


5.36 — Soit #, la portion du plan x = 1 définie par : 

P+z<1l, 2+y>0;, z-y>0 

(la normale étant orientée par le vecteur i)}. 
a} Calculer le flux à travers $, du champ de vecteur de composantes : : 
PC p, 2) = xp? — 7); Qtx, y, 2) = y(z? — x?); 
R(X, 3, 2) = zx? — 3°) 

b} Retrouver le résultat en se ramenant à une intégrale curviligne. 
5.37. — a) En utilisant des considérations d'angle solide, montrer que (sous 


certaines conditions de régularité) l’aire de la surface-S” homologue de la surface 
dans l'inversion de pôle O et de puissance a? est égale à : 


a* 
— dA 
[LE 


b) En déduire l'aire de la surface d’équation : 
(2 + y? + 29 = a (x? — y?) À (y > 0) 


c) Retrouver cette aire par un calcul direct. 


5.38. — Dans R? on considère l'intégrale 1 = [ P dx + R dy, où 
4 
P(x, y) = ———— (x sin y —- yc ; 
CG ») ape in y — y cos y) 


,Y = —=—(xe + ysin 
Q( ») Pre os y + y sin y) 


et où y est un arc simple de R?, C! par morceaux, entourant l'origine, parcouru dans le 
sens direct. 
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… _ÔP  ôQ 
a) Vérifier — = -—: On pose : 
êy  àx 
y 
Pit,» = PC y + er et  P,(0,0) = 0: 
x 
Qitx, ») = QG, » — rt et  @,(0,0) = 0. 


Montrer que les fonctions P, et Q, sont continues sur R?. 

En déduire : 1 = 27. 

b) Retrouver ce résultat en transformant I en coordonnées polaires et en intégrant 
sur un cercle de centre O, dont on fera tendre le rayon vers 0. 


5.39. — Soit K un compact à bord de R° tel que ôK = +’, où 7 est une 
surface décomposable et &’ un morceau de surface conique de sommet ©. Montrer que 
le volume de K est, avec un choix convenable de l'orientation de & : 


1 
x dy À dz + ydz À dx + zdx À dy 
me 


5.40. — ENÉGALITÉ ISOPÉRIMÉTRIQUE. — a) Soit f une application 2r-périodique et 
2a 


de classe C? de R dans R, telle que ff) dt = 0. 
° 
En utilisant les résultats de 1V.3.5, montrer : 


( (OP di > k (FO de 
© 0 


avec égalité si, et seulement si, f(t) = a cos t + bsint, (a, b)e R?. 

b) Soit y — (I, f), avec I = [a, b] et a < b, un C*-arc paramétré fermé simple 
régulier de #,. On a admis qu'un tel arc limite un domaine intérieur, C;, dont 
l'adhérence est un compact quarrable de &,. Montrer : 


(Ur)? > éra(C;) 


où (y) est la longueur de y et a(Cy) l'aire de Ca, avec égalité si, et seulement si, y est un 
cercle. 
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MASSES, CENTRES 
ET MOMENTS D'INERTIE 


L'étude de ce chapitre ne figure pas dans le programme 
de mathématiques des C.P. 


Position du problème. — Le lecteur a déjà rencontré en Physique la notion 
de masse, de centre et de moment d'inertie d’un système fini de points 
matériels. Nous allons généraliser ces notions au cas des fils, des plaques et des 
solides d’un espace affine euclidien (&, E) de dimension 3. Pour des questions 
de commodité (#, E) sera supposé orienté, bien que les résultats ne dépendent 
pas de l'orientation choisie. 


6.1. INTÉGRALE SUR UN SYSTÈME MATÉRIEL 


6.1.1. Intégrale le long d'un fil 


1° Dérmirion. — On appelle fl de &, tout couple (€, p) dans lequel : 
— €, dit support du fil, est le support d'un arc paramétré compact y = (1, f) 
avec 1 = [a, b], a < b, qui est simple (éventuellement fermé simple), C' par 
morceaux et régulier (ef. 5.2.!, 4°); 
— _p est une application continue de & dans R,, appelée densité linéaire du 
fil. 
Lorsque p est une application constante, le fil est dit homogène. 


Pour un fil donné, l'arc paranrétré qui intervient dans sa définition n'est 
pas unique; on dit qu'il est un représentant du support du fil 


2° THÉOREME ET DÉFINITION, — Soient (&, p) un fil de #, et @ : € — G une 
application continue de € dans un R-espace de Banach G. Pour tout représentant 
du support du fil, y = (1,f) avec 1 = [a, b], a < b, et pour toute subdivision 
© = (Gioier de [a, b] adaptée à y, notons : 


E= À | EU). PUF de 


i=1 Ja, 
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Alors X,,, ne dépend ni de y, ni de 6. On l'appelle intégrale de l'application 4 le 


long du fil (€, p); on la note [ p(m).p{m) ds. 
€ 

Indfférence du choix de © pour y donné. — Remarquons tout d’abord que, 
par définition de o, la restriction de f à tout segment [a,_,, a;], 1 & i < p,est 
de classe C', ce qui assure que l’application + — p(f{).p(f{t).IIf'(0)I| est 
continue sur [a,-,,4;], donc intégrable, et justifie l'existence de Z,.. D'autre 
part, si 6 est une subdivision de [a, b] adaptée à y, pour tout réel c de [a, b] 
nous pouvons former la subdivision adaptée ©, donc l’image est celle de o à 
laquelle on adjoint c. Le théorème de Chasles montre alors que Z,, = Z,.. 
Prenons deux subdivisions © et o’ quelconques de [a, b], toutes deux adaptées 
à y; en utilisant 6 v o’,eten itérant la propriété qui précède, nous constatons 
que Ze = Lo 


Indifférence du choix de y. — Nous ne traitons que le cas où € est 
représenté par des arcs simples (le lecteur étudiera le cas d’arcs fermés 
simples). Considérons donc deux représentants de €, y = (1, f) avec 1 = [a, b] 
et a < b, y = (J, g) avec J = [c, d] et « < d. Les applications continues et 
injectives f et g induisent des homéomorphismes de 1 et J sur €; d’où 
lexistence d’un homéomorphisme 8 de J sur L, tel que g = fc0. 

Soient © = (Gipcicp Et = (Ciloci<y- 

En remplaçant éventuellement y par y” = (— I, h), avec h(t) = f(— t), et 
Gparo”=(—4,-jheicr Ce qui donne Z,- = 2, On constate d’abord que 
lon peut se ramener au cas où 8 est croissant. 

En « enrichissant » l'image de © par les 8(c;); et celle de o” par les 87 !(a)), 
ce qui ne change ni 2, ni 2, on peut d'autre part supposer que p = p'et que, 
pour tout i, a; = @(c;). Les sous-arcs y, et ÿ._.., Sont, pour tout i, plongés et 
de même image, ce qui prouve que 8 induit un C'-difféomorphisme de 
Le, ec] sur [a_,,a;]. Par un changement de variable, on a donc: 


[ pt). p(tu)).lig'(u)il du = [ UE). PU). ICI de 


ai 


Par addition, on en déduit À = >. Ü 
rs ECS 
Propriétés de l'intégrale le long d'un fil — Ce sont des simples 


conséquences des propriétés des intégrales vues en IIL6. D'un point de vue 
pratique, nous utiliserons essentiellement le fait que lapplication 


(0) | p(m)p(n) ds est linéaire. 
€ 
REMARQUE. — Dans la notation [ pÜm)}p(m) ds, pour des questions de commodité nous 


avons noté ds l'élément de longueur ||f'{#)]| de. Cet élément de longueur ne dépend en aucun cas 
d'une éventuelle orientation de €. 
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3° Notion de réunion de deux fils. — Soient (€, p) un fil de &, y = (I, f)un 
représentant de &, et c € Ja, b[. Considérons les deux arcs paramétrés y, = y. 
et Y2 = y, ainsi que les restrictions p, et p, de p à [a, c] et à [c, b]. Nous 
disposons des deux fils (#,, p.) et (@:, p), où €, et €, sont respectivement 
représentés par y, et y:. On dit que le fi (&, p) est la réunion des fils (&,, p,) et 
(@:, p2); on constate aisément : 


2 
[ EU). pm) ds = © | gUm).pitm) ds. 
Ca ii Jé, 


pour toute application continue @ de € dans G. 


e Inversement on peut se ramener à cette situation à partir de deux fils 
(@, p), ie N;, dont les supports n'ont en commun qu’un point qui est une 
extrémité pour chacun d'eux, et en lequel p, et p, prennent la même valeur (ou, 
à la rigueur, qui ont en commun deux tels points). 


6.1.2. Intégrale sur une plaque 


1° DÉFINITION. — On appelle plaque de &, tout couple (7, p) dans lequel : 


— #, dit support de la plaque, est une surface décomposable (au sens de 
4,2.3,1°), compacte dans &, pour laquelle il existe au moins une décomposition 
(F;(U)}er telle que chaque ouvert U; de R? soit quarrable, et que chacune des 
applications 


ôF; 
3 (ui, v) À 


i 


êv 


U;-R & v)r | (u, v) 


soit bornée, 

— p est une application continue de % dans R,, appelée densité 
superficielle de la plaque. 

Lorsque p est une application constante, la plaque est dite homogène. 


Pour une plaque donnée, la subdivision qui intervient dans sa définition 
n'est pas unique; on dit qu’elle est un représentant du support de la plaque. 


REMARQUES. — a) Les conditions qui lui sont imposées font que $ est une surface 
décomposable quarrable, d'aire : 


El, 


b} Dans le cas d'un fil, le support est toujours connexe. Dans le cas d’une plaque, la connexité 
du support n’est pas automatiquement assurée; dans la pratique elle sera cependant toujours 
réalisée : 


&F, 6F, D. 
FA v) À a (u, v}! du do 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (, p) une plaque de &, et @ une 
application continue de dans un R-espace de Banach G. Si (F;(U;)), est un 
représentant du support & de la plaque, la somme : 


6.1.2 INTÉGRALE 293 


6F, F, 
(u, v) À (u, v) 


du dv 
du GC) 


» Î p(Fit, o)-p(F;(u D. 


iel 


ne dépend pas de cette décomposition; on l'appelle intégrale de l'application ® 


sur la plaque (, p); on la note : (Il p(m)p(m) dA. 
ST 


Remarquons tout d’abord que @ : # — G est continue et donc bornée sur 
SP (S est supposé compacte); il en est de même pour p, si bien que, sur chaque 
ouvert quarrable U;, 


ÔF, 6F,; 
(&, 0) > p(Fi(u, v)).p(Fi(u, a). À (u, v) À —(u, o] 
u dv 


est continue et est bornée, ce qui assure l'existence des intégrales doubles. 
L'indépendance relativement à la décomposition est admise, les raisons qui la 
rendent vraisemblable étant les mêmes que celles évoquées en 4.2.3 et 54.3. 


Propriétés de l'intégrale sur une plaque. — Ce sont de simples 
conséquences de celles des intégrales multiples vues en IV.6. D'un point de vue 
pratique nous utiliserons essentiellement le fait que lapplication 


gp — o(m)p(m) dA est linéaire. 
# 


REMARQUE. — Comme pour les aires, bien que l'on utilise le produit vectoriel, il est évident 


que œ(m)p(r) dA ne dépend pas de l'orientation de l'espace. 
ra 


3° Notion de réunion de deux piques. — On considère deux plaques 
(F,, pi) et (5, p2) telles qu'il existe une décomposition adaptée au support 
Si, (FAUjher. et une décomposition adaptée au support #,, (G;(W));er 
vérifiant : 


VG jel xd, F;(U) Nn Gj{(V) = ©. 


On suppose en outre que p, et p, coïncident sur &, Nn4#,. Prenant 
P=P; LS;etp:S =R, telle que p restreinte à , (resp. S,) soit p, 
(resp. p,), on constate que (7, p) est une plaque qui est dite réunion des 
plaques (,, pi)et (#:, p:). On peut évidemment procéder en sens inverse, en 
partant d’une plaque (, p}) et en prenant une partition de F, pour une 
décomposition (F;(U;));e, adaptée au support . 
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En utilisant une décomposition adaptée au support 4 de la plaque on 
établit facilement que : 


æ 
(Il pm)p(m) dd = Y (I p(m)pim) dA 
# i=1 Jdy, 


pour toute application continue @ de & dans G. 


REMARQUE. — Nécessairement , n #, est inclus dans une réunion finie de Cl-arcs 
paramétrés compacts. 


6.1.3. Intégrale sur un solide 


1° LEMME. — Soient (O ; i, j, k) un repère orthonormal de & et 8 la bijection 
affine de # sur R° qui à me & fait correspondre (x, y, z) de R°, coordonnées de m 
dans le repère envisagé. Si 7 est une partie bornée de #, si À = 6(.2) est la 
partie bornée correspondante de R et si f : 37 — G, où G est un R-Banach est 
une application, l'existence et la valeur de l'intégrale triple 


Il f(8" (x, y, z)) dx dy dz 


ne dépendent pas du repère envisagé ; lorsque cette intégrale existe on dit que f 


est intégrable sur .«# et par définition l'intégrale de f sur 7, notée [ fm) dv, 
# 


est la valeur commune 


(Il JET '(x, y, 2) dx dy dz 
À 


Un changement de repère orthonormal de & induit une application 
@:R°-R° qui est une isométrie affine de R*. Cette isométrie affine 
transforme parties bornées en parties bornées et ensembles #-négligeables en 
ensembles Æ-négligeables, ce qui assure les existences simultanées des 
intégrales triples; comme d’autre part [det(p)| = 1, le théorème du 
changement de variables dans les intégrales multiples assure que toutes ces 
intégrales ont la même valeur. O 

Il résulte de ce lemme qu’en adoptant l'application f de valeur constante 1, 
nous disposons au passage de la notion de partie cubable de & et de la notion 
de volume d’une telle partie. En pratique, on se ramène systématiquement à R° 
par le choix d’un repère orthonormal. 


2° DÉFINITION. — On appelle solide de &, tout couple (#”, p), dans lequel 


— X dit support du solide, est un compact cubable de #; 

— p est une application continue de # dans R , appelée densité spatiale du 
solide. 

Lorsque p est une application constante, le solide est dit homogène. 
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REMARQUE. — En pratique nous ne considérerons que des solides de supports d'intérieur non 
vide, ie. de volume strictement positif. Ils seront en outre en général connexes. 


3° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient (.#’, p) un solide de & et @ : #° — G 
une application continue de Æ° dans le R-Banach G. Alors l’application @.p est 


intégrable sur # et Il œ{m).p{m) dV porte le nom d’intégrale de l'application 
# 


o sur le solide (.#’, p). 


En effet pour un choix de repère orthonormal quelconque, l’application 
(@.p) 87! est continue sur le compact cubable de R°, K = 8(#°). 


Propriétés de l'intégrale sur un solide. — Ce sont celles des intégrales 


triples ; en particulier g Il o(m)p(m) dV est linéaire. 
# 


3° Notion de réunion de deux solides. — Soient (#°,, p,)et (#°,, p2) deux 
solides de #; on suppose que #°, mn N°, est un compact #-négligeable de # et 
que sur #, NX; p; et p, coïncident. Posant # = #, UN, et 
p:# —R, telle que p restreinte à #', (resp. #,) soit p, (resp. p:), on 
constate que (#°, p) est un solide de & dit réunion des solides (#,, p,) et 
(2, p2). Ici aussi on peut procéder en sens inverse en effectuant une partition, 
à un Æ-négligcable près, d’un compact cubable # de # en deux compacts 
cubables #7, et #'.. 

Les propriétés des intégrales triples montrent facilement que : 


A 
Il o(m)p(m) dV = Il pOm)p. (m) dV + (ll o(m)p2(n) dV 
Æ x, x, 


pour toute application continue p : # — G. 


6.1.4. Notion de système matériel ; 
masse d’un système matériel 


1° Afin d'éviter des redites nous appellerons système matériel de # tout 
couple (M, p) où (M, p) est soit un fil, soit une plaque, soit un solide de &. 
Dorénavant nous citerons des définitions et des propriétés s’appliquant aux 
systèmes matériels de &, mais le lecteur notera que nous serons parfois amenés 
à distinguer pour certaines propriétés s’il s’agit d’un fil, d’une plaque ou d’un 
solide. 

Étant donné un système matériel (9, p) de & et une application continue 


p:M — G, où G est un R-Banach, le symbole p(m).p(m).du désigne 


m 
l'intégrale sur ce système (conformément aux définitions de 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3) 
de l'application continue +. 
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REMARQUE. — Fils, plaques et solides sont des cas particuliers de systèmes matériels de # ; il 
n'est pas question ici d'aborder une théorie générale des systèmes matériels. 


2° Image d'un système matériel par une bijection affine. — Soit D: € + & 
une bijection affine de partie linéaire l,; étant donné un système matériel 
(M, p) de & nous disposons de la partie M = D(M) de 6, et de l'application 
continue v = p o® ! de WW’ dans R, ; il est aisé de vérifier que (M, v) est un 
système matériel de & de même nature (fil, plaque ou solide) que (SX, p); on dit 
alors que (M, v) est le système matériel image du système matériel (9, p) par la 
bijection affine D. En particulier, si (JN', v) coïncide avec (M, p) on dit que 
(M, p) est invariant par D; il s’agit du cas où les deux conditions suivantes sont 
remplies : 

— DM) = M, ie. M est invariant par D; 

— v= po, ie. la densité est la même aux points m et D(m) de M. 


e Revenant au cas général de (9, p) et de son image (M, v) par 
l'application affine ®, considérons une application continue @ : PM — G où G 
est un R-Banach: nous disposons de l'application continue @ o ®! de 
dans G et, suivant la nature du système, les intégrales de @ et de @ oD7! 
(M p) et (M, v) sont données par : 


Cas d'un fil (notations de 6.1.1) : 


[ EU). pOm) ds = Z (à EU). PU). (OI dt 


| (ge D "em. v(m).ds = Ÿ Î TO TON AO 


Cas d’une plaque (notations de 6.1.2) : 


Î pm). pÜm) d4 


= 2 [oc v)).p(Fi(u, [a (uv) À ET d)|| du du 
[ (@ © D! )(m). v(m). dA 
Le 


Cas d'un ee après utilisation du théorème du changement de 
variables dans les intégrales triples : 


(il (@ o D !)(m).v(m).dV = |det 4] Il (m).p(m) dV 
x " 


(On rappelle que v désigne p o D!) 


6.14 INTÉGRALE 297 


Propriétés de symétrie. — PROPOSITION. — Avec les notations que nous 
venons d'introduire, on à l'égalité : 


[ (e ©" 1)(m).v(m)du = [ pm). p{m) du re) 
ÉLUS m 


dans chacun des cas suivants : 


— (9, p) est quelconque et ® est une isométrie (en particulier une symétrie 
orthogonale) ; 

— (M, p) est un solide et jdet 4] = 1, ce qui est acquis lorsque Ÿ est une 
symétrie quelconque ; 

— (M, p) est une plaque plane, et ® est une symétrie quelconque par 
rapport à une droite du plan de la plaque. 


Il s’agit d'une conséquence des égalités qui précèdent. Elle est immédiate 
dans les deux premiers cas. Dans le dernier cas, on désigne par (#, F) le plan 
du support de la plaque, et on constate : 


VW, WJEF?  Ile(w) À BW = IIw À w'] 


: 6F, ôF , ; 
que l’on peut appliquer à w = AC v) et w = EC v), qui sont évidemment 
tu D] 


des vecteurs de F. 


3° Réunion de deux systèmes matériels.— On considère deux systèmes 
matériels (M, p.) et (Mi, p2) qui sont de même nature à savoir tous deux des 
fils, tous deux des plaques ou tous deux des solides et qui vérifient en outre, 
soient les hypothèses de 6.1.1.3°, soient les hypothèses de 6.1.2.3°, soient les 
hypothèses de 6.1.3.3°. En utilisant précisément ces trois sous-paragraphes, 
on constate que l’on peut alors former le système matériel réunion (9, p) qui 
est soit le fil réunion, soit la plaque réunion, soit le solide réunion. Pour toute 
application continue @ de M dans un R-Banach G, on a alors : 


[ P(m)p(m) du — [ G(m)p, 07) du + [ p(m)p2(r) du 
m me 


me 


4° Masse d'un système matériel — DÉFINITION. — On appelle masse du 


système matériel (M, p) l'intégrale [ pm) du. 
nm 

On reconnaît l'intégrale sur (M, p) de l’application constante m — 1 qui 
est, bien sûr, continue; la masse est un réel positif. 

Dans le cas particulier d’un système homogène on constate en désignant 
par p la valeur constante de la densité, que la masse est le produit par p : 

— de la longueur du support dans le cas d’un fil; 

— de l'aire du support dans le cas d’une plaque; 

— du volume du support dans le cas d’un solide. 


298 MASSES, CENTRES ET MOMENTS D'INERTIE 62. 


Propriétés de spmétries. — PROPOSITION. — Soient ® une bijection affine de 
8, (M, p) un système matériel, et (M, v) son image par ® (cf. 2°). Dans chacun 
des cas suivants, les deux systèmes (9, p) et (M, v) ont même masse : 


— (MM, p) est quelconque et ® est une isométrie (en particulier une symétrie 
orthogonale) ; 

— (M, p) est un solide et [det |] = 1, ce qui est acquis lorsque ® est une 
symétrie quelconque : 

— (M, p) est une plaque plane, et ® est une symétrie quelconque par 
rapport à une droite du plan de la plaque. 


C'est un cas particulier de la proposition du 2°. 


Le lecteur poursuivra la comparaison des masses dans le cas où ® est une 
affinité (resp. une homothétie). 


Masse d'une réunion de systèmes. — Il est évident que les masses 
s'ajoutent. 


Calcul des masses.— On utilise souvent des considérations de symétries. 


6.2. CENTRE D'INERTIE D'UN SYSTÈME MATÉRIEL 


Dorénavant tous les systèmes matériels considérés ont 
une masse strictement positive. 


6.2.1. Centre d'inertie d’un système matériel 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (Yi, p) un système matériel de masse 
M strictement positive; il existe un unique point g de & tel que : 


gm .pÜm).du = 0 «) 
nm 


On l'appelle centre d'inertie du système matériel (9, p}; pour tout O e &, il 
vérifie : 


&l 
Û 


1 — 
e 1 Om .p{m).du @) 


En 


Pour tout point p de &, l'application m + pm est une application 
continue de & dans E, ce qui assure l'existence de l'intégrale de cette 
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application sur le système (D, p). On a en outre pour O0 Ee #, quelconque : 


[ pm.p(m).du = [ Om .p(m).du — M Op 
m nm 


Comme M > 0, cette relation prouve l'existence et l'unicité d’un point g de & 
vérifiant (1); il est donné par (2). 

Remarquons que si le système matériel (M, p) est homogène, son centre 
d'inertie ne dépend pas de la valeur constante de l’application m + p(m), qui 
pourra donc toujours être supposée de valeur 1. 


PROPOSITION L. — Si (M, p) est un système matériel dont le support est 
contenu dans une variété linéaire affine # de &, alors son centre d'inertie g 
appartient à 7. 


En effet prenant O dans #, pour tout m de M, Om appartient à F 


ue 
(direction de #), et donc Og appartient aussi à F. 

En particulier si un fil est rectiligne (resp. plan), à savoir de support inclus 
dans une droite (resp. un plan), son centre d'inertie appartient à cette droite 
(resp. ce plan); si une plaque est plane, à savoir de support inclus dans un plan, 
son centre d'inertie appartient à ce plan. 


Propriétés de symétrie. — PROPOSITION IL. — Soient d une bijection affine 
de #, (M, p) un système matériel (9, v) son image par ®, g et g' les centres 
d'inertie de (M, p) et IN, v). Dans chacun des cas suivants, on à g' = d(g) : 

— (9, p) est quelconque et D est une isométrie (en particulier une symétrie 
orthogonale) ; 

— (9, p) est un solide et {det {| = 1, ce qui est acquis lorsque ® est une 
symétrie quelconque ; 

— (M, p) est une plaque plane, et ® est une symétrie quelconque par 
rapport à une droite du plan de la plaque. 


Par définition de g: Î gm.p(m) du = 0, ce qui entraîne : 
m 


( gm .pÜm) &) = 0. @ 


En utilisant IIL6.2.2, 3° dans le cas d’un fil et 1V.6.5.2, 3° dans celui d’une 
plaque ou d'un volume, (3) s’écrit : 


[ le (gmi).pOm) du = 0. 
nm 


ou encore, en posant D(g) = g”: 


[ g"®{m) .p{m) du = 0 (4) 
ua 
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Comme nous sommes dans les conditions de validité de la formule (1) du 
6.1.4, 2°, (4) s'écrit : 


[ g'm.vim) du =0 
LUS 


ce qui caractérise le fait que g” est le centre d'inertie de (M, v). 


CORoOLLAIRE. — Soient © une bijection affine de #, (M, p) un système 
matériel invariant par ®, et g le centre d'inertie de (9, p). Alors, dans chacun des 
cas énumérés dans Pénoncé de la proposition IE, on a ®(g) = g. 


Dans la pratique, on utilise souvent le corollaire dans le cas où le système 
matériel (M, p} est homogène, l'invariance par ® se traduisant alors par la 
seule condition D(M) = M. Retenons : 


Soit (M, p} un système matériel homogène, de centre d'inertie g : 


— Si M admet un centre de symétrie O, alors g = O: 

— Si admet un axe (resp. un plan P) de symétrie orthogonale, alors 
g € 2 (resp. g € ?). En particulier si M est un ensemble de révolution d’axe 2 (au 
sens de II.7.3.6), alors ge à. 

— Si Ÿ est un compact cubable qui admet un axe (resp. un plan ) de 
symétrie quelconque, alors ge 2 (resp. g e P). 

— Si Mt est une surface plane qui admet, dans son plan, un axe de symétrie 
9, alors ge 2. 


3° Associativité du centre d'inertie. — PROPOSITION. — Soit (M, p) un 
système matériel qui est la réunion de deux systèmes matériels (M, p,), i e N. 
On note M, M,, M, les masses respectives de (M, p), (M, p1), (M, p2), et 9, 
91: 92 leurs centres d'inertie, Alors g est le barycentre de g, et g,, respectivement 
affectés des coefficients M, et M.. 


Nous avons déjà vu que M = M, + M. 
Par définition, on a: 


[ gm.p{m).du = 0. 

nm 

D'après 6.1.4.3°, on a donc: 
[ gm.01(m) du + 1 gm.pa(m) du = 0 
me, ELA 

Introduisant g, et g,, on en déduit : 


gum .pi(m).du + gg2 [ PU) du 


m 


gg1. |  Pp16n) du + [ 


m me 
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ce qui, compte tenu des définitions de g, et g, se réduit à : 


M;g91 + Mgg3 = 0 


Le lecteur pourra généraliser cette proposition à une réunion finie de systèmes 
matériels. 


EXEMPLE. — Centre d'inertie du solide homogène (M, p} de &, où M est la boule fermée de 
centre a, de rayon R > 0, privée de la « cavité » constituée par la boule ouverte de centre b, de rayon 
r > 0 avec: fab +r<R. 

Le lecteur est prié de faire une figure. 

I est manifestement un compact cubable de &. 

Introduisons alors les solides homogènes, de même densité spatiale, de supports respectifs, la 
boule fermée de centre a et de rayon R, notée B, et la boule fermée de centre b, de rayon r notée B’. 
B est la réunion de M et de B', au Æ-négligcable près constitué par la sphère de centre b et de 
rayon r. Comme tous les solides envisagés sont homogënes de densité spatiale 1, le système 
matériel (B, 1} est la réunion des systèmes matériels (M, 1) et (B', 1). Ainsi a, centre d'inertie de 
(B, 1} puisque centre de symétrie de B, est le barycentre de g et de b, centre d'inertie de (B, 1), 
affecté des coefficients respectifs R° — r° et r°, proportionnels aux volumes. Ainsi : 


(R* — r9)ag + r'ab = 0. 
D'où : 


ce qui détermine la position de g en fonction de a, b, Retr. 


4 Détermination pratique d'un centre d'inertie. — Étant donné un 
système matériel (M, p) de &, pour déterminer son centre d'inertie g on procède 
en général de manière analytique par utilisation de la formule : 


= | on Om .p(m).du () 


Si 6 est rapporté à un repère orthonormal (O0: i, j, k), en utilisant le point ©, 
cette formule permet de déterminer par projection, les coordonnées du point g. 
Cependant, dans de nombreux cas avant d’appliquer (1), des considérations 
géométriques permettent, sinon de déterminer g, tout au moins de préciser la 
position de g (appartenance à une droite, à un plan...) ce qui limite les calculs ; 
d'autre part il est parfois intéressant d'utiliser des réunions de systèmes 
matériels (comme dans l'exemple de 3°), ou des théorèmes auxiliaires tels les 
théorèmes de Guldin dont nous parlerons au 6.2.2. 


EXEMPLES. — ga) Soit (Ÿ%, p) un système matériel homogène constitué d'une plaque plane 
triangulaire, de sommets 4, B, C. Désignant par 4’, B', C’ les milieux respectifs des côtés BC, CA et 
AB, on constate que la symétrie oblique, d'axe la droite A4’, parallèlement à la droite BC, est une 
symétrie du plan contenant le support Ÿ de la plaque, laissant invariant ce support. Ainsi g centre 
d'inertie de cette plaque appartient à la droite A4’. En opérant de même avec BB’ on constate que 
g est lisobarycentre du triangle ABC. 

On notera par contre que si l’on considère le fil homogène (9, p}, où M est constitué par les 
trois côtés du triangle, alors le centre d'inertie de (9, p), qui est le barycentre de 4’, B’, C' aflecté 
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des coefficients IBCI, NCA, Pr n'appartient en générai pas aux médianes du triangle, qui sont 
pourtant encore axes de symétrie oblique de D. 

A partir du centre d'inertie d'une plaque plane triangulaire homogène, par associativité, on 
peut déterminer le centre d'inertie de toute plaque plane homogène limitée par un polygône. 

b) En procédant comme en a) le lecteur pourra prouver que le centre d'inertie d’un tétraèdre 
homogène (solide) est l’isobarycentre des 4 sommets. 

Par associativité il pourra aussi en déduire le centre d'inertie de toute pyramide homogène à 
base polygonale. 

€) Centre d'inertie d’un arc de cercle homogène. Il s'agit d’un fil plan et le centre d'inertie 
appartient au plan du cercle : d'autre part la droite joignant O, centre du cercle, et ! milieu de l'arc 
est un axe de symétrie orthogonale pour le support du fil; le centre d'inertie g appartient donc à 
cette droite. Soit (0; i, j) le repère orthonormal du plan du cercle tel que OI = Ri (où R est le 
rayon). Nous constatons qu'un représentant du support © du fil est de la forme ([ — à, xl, f} où 
æe]0, x], et ft) = O + Rcosti + R sin tj. 

On sait déjà que y, = 0. On calcule x, par 


1 
X, = mn [ x{m}.p{m) ds. 


Le fil étant homogène, on adopte p{m}) = 1 pour tout me. Ainsi: 


1 ci sin & 
Xe Rcost.Rdt=R : 
2Ra 


ET 


FIG. 72. 


d) Centre d'inertie d’un secteur circulaire homogène. — Il s’agit ici d’une plaque plane. On a les 
mêmes considérations de symétries qu'en c}; on adopte les mêmes notations. Le support de la 
plaque admet la décomposition ((U, F}} avec : 


U = {(8,p}eR(- à < 8 < à) À (0 < p < R}} 
et F(6, p} = O + p cos 8i + p sin 6j 


1 
Le centre d'inertie étant ici noté g', on a: Yj = 0et x; = mi I X{m). pm) dA. 
sf 


On adopte encore p{m) = 1 pour tout’ me #. Ainsi: 


1 Î SN ea 2. ane 
X = —= cos 6. =-R— 
9 ar? FA à ÊeS œ 


_— 
En comparant les résultats obtenus en c), on constate : Og' — 3 Og. 


e} Centre d'inertie d’un demi-ellipsoïde homogène. — On considère le solide homogène (K, p} 
où K est défini, par rapport à un repère orthonormal (0; i, j,k) de & par: 
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K est évidemment un compact cubable de #. Le solide étant homogène, le centre d'inertie g 
appartient à Oz qui est un axe de symétrie (d’ailleurs orthogonale} de K. 


Sa cote z, est donnée par: 
ü [L Li 
Z, Z(m). p(mr 
e Pl H 


Prenant encore p{m} = 1 pour tout me.#, on obtient : 


1 
a ax dy à 
F7 273.rabe [.: Dre 


x? ra z? 
É+É+£ei)azz0o 


où K = {(x, y, 2€ R° 


Le calcui donne : z, = 3c/8. 


6.2.2. Les théorèmes de Guldin 


On utilise un repère orthonormal direct (0; i, j, k) de #. 


1° Premier théorème de Guldin. — La notation est celle du 4.24: & est la surface 
décomposable quarrable, de révolution dont la demi-méridienne dans le demi-plan # (y=0}A(x>0} 
est le support € d'un C#arc géométrique simple et régulier (1,f), avec 1 = [a, b], a < b, et: 


{0 = © + pri + z{ÿk, pt) > 0 pour touttel. 
Considérons le fil homogène (€, 1), dont le centre d’inertie g est situé dans , d’abscisse x, donnée 


par : 


1 
Xy = © LEUR 8 


On caleule : 
b 
[ x(m) ds = [ PO p70 + 720 dt. 
6 a 
Compte tenu du calcul de l'aire de # fait au 4.2.4 on constate : 
a(#) = 2n [ X(m) ds, et a(#) = 2rx,. (6) 
e 


ce qui permet dénoncer : 


THÉORÈME. — Dans les conditions que nous venons de préciser, l'aire d'une surface de 
révolution est le produit de la longueur d’une demi-méridienne par la longueur de la circonférence 
décrite par le centre d'inertie de cette demi-méridienne, supposée homogène, en tournant autour de 
l'axe de révolution. 


REMARQUE. — Comme pour l'aire des surfaces de révolution on étend au cas où € est un arc 
fermé simple, et au cas où p prend un nombre fini de fois la valeur O sur I. 


EXEMPLES. — a) Aire du tore à collier. 
& est le cercle d’équation : 


W=DA(G-d+2=R) D<R<a 
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La théorie s'applique. Ici g est le centre de €. On trouve : 
a) = 4r?Ra 
(résultat déjà obtenu au 4.2.4) 


b) Recherche d'un centre d'inertie. 


# est la zone sphérique engendrée par la rotation autour de Oz de l'arc de cercle # support de 


x 
Parc (1,f), avec I sos 0<a<s et : 


JG) = 0 +R cos ti +R sin tj 
La théorie s’applique. On connaît : 
a(#) = 4nR? sin a et Hé) = 2aR. 
On en déduit : 


{cas particulier d'un résultat déjà obtenu au 6.2.1, 4° exemple c)}. 
2° Deuxième théorème de Guldin. — On donne un segment [a, b] de R, a < b, et deux 
applications continues g, et g, de [a,b] dans R vérifiant : 


Vze[a,b] 0 < g1(2) < g2(2) 
3el[a b] g1(2) < g2(2) 


On désigne par 4 le compact quarrable (d'intérieur non vide) du derni-plan # d'équations 
(y = 0} A (x > 0} défini comme l'ensemble des points de & dont les coordonnées vérifient : 


G=Una(asz<b) A (at <x<g:(2) 


On constate que (4, 1) est une plaque plane, dont le support # admet le représentant ((U, F}, tel 
que : 


U = {(x, 2e Ra < z < b) À (g:(2) < x < g12))} 


S\F(U) est en effet une réunion finie d’arcs compacts (pas nécessairement de classe C', mais les 
graphes des applications continues g, et g, sont Æ-négligeables pour la théorie des intégrales 
doubles). Le centre de gravité g de la plaque (#, 1} a pour abscisse : 


1 
NT [ Fr 


= [ane te 
7e JL {g2(2)° — (g1(2))°T dz 


ce qui s'écrit : 


— On désigne par # l'ensemble de révolution dont une demi-méridienne est #. En utilisant 
1V.7.3.2, 2° on constate (par différence de sous-ensembles cubables de #) que (.#’, 1} est un solide de 
volume 


» 
VON = x ( Le: — (g1(2)°1 dz 
ce qui permet d'énoncer : 


THÉORÈME. — Dans les conditions que nous venons de préciser, l'aire d’un solide de révolution 
est le produit de l’aire d’une demi-méridienne par la longueur de la circonférence décrite par le centre 
d'inertie de cette demi-méridienne, supposée homogène, en tournant autour de l'axe de révolution. 
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REMARQUE. — Comme pour le théorème de Green-Riemann, le lecteur pourra généraliser ce 
qui précède dans le cas où # est le« compact intérieur » à une courbe fermée, simple, de classe C! 
par morceaux du demi-plan (x = 0} À (y > 0). 


EXEMPLES. — a) Volume du tore à collier. 
“est le disque d’équation : 


GW=Da(x-a +7 <R)  O<R<a. 
La théorie s'applique avec : 
gin=a-VR 2, g)=a+V/R 2, ze[-RR] 
Ici g est le centre de 7. On trouve: V(#) = 277aR? (résultat déjà obtenu au 1V.7.3.2,2°). 


b} Recherche d'un centre d'inertie : 


# est ici la boule engendrée par la rotation autour de Oz du demi-disque 4 d’équation : 
(y = 0) À (x > 0) À (x? + y? & R?). 
La théorie s'applique. On connaît : 
VON) = A3 TR*, af) = 1/2.nR?. 


On en déduit: x, = 4R/3n (cas particulier d'un résultat obtenu en 6.2.1, 4°, exemple d)). 


6.3. MOMENTS D'INERTIE D'UN SYSTÈME MATÉRIEL 


6.3.1. Moments d'inertie 


1° DÉFINITION. — Soient (M, p) un système matériel de #, # une variété 
affine de # et m — dim, #), l'application de # dans R,, qui à m fait 
correspondre la distance de m à # (IL6.2.1, 1°); on appelle moment d'inertie du 
système matériel (9, p) par rapport à la variété #, l'intégrale : 


ls = [ d'{m, F).p(n).du 
mt 


L'existence de cette intégrale est assurée par le fait que m + d’(m, Fest 
continue; il s’agit évidemment d’un réel positif. Si le système matériel (M, p) est 
homogène et si p désigne la valeur constante de l'application m ++ p{m) 
on a: 


ls = P[ dm, F).du 
m 


et le quotient 1,/M, où M est la masse de (Ji, p), ne dépend pas de p. 
Suivant la nature de #, on parle de moment d'inertie par rapport à un 
point, par rapport à une droite, par rapport à un plan. 
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2° Moments d'inertie par rapport à deux variétés perpendiculaires. — 
THÉORÈME. — Soient (9, p) un système matériel de & et (#, F) et ($, G) deux 
variétés affines de # qui sont perpendiculaires (IL6.1.1, 5°). Alors Æ A & est une 
variété affine de & et, avec les notations du 1°, entre les différents moments 
d'inertie de (M, p), on dispose de l'égalité : 


Lgns = ls + l4 


On a établi en IL6.1.1, 5° que F n $ Æ @, ce qui entraîne que F n & 
est une variété affine de & de direction F n G. 

Effectuons la démonstration dans l'hypothèse où la dimension de & est n, 
étant entendu qu'ici n = 3. Puisque F!c G, en complétant une base 
orthonormale de F+ en une base orthonormale de G il est possible de trouver 
une base orthonormale de E, e = (e,,...,e,), et une décomposition de N, en 
trois sous-ensembles disjoints I, J, K tels que lon ait: 


Ft = Vect (er G = Vect (eh os G1 = Vect (e),.x 
Par utilisation de (Ft)! = F et de propriétés évidentes, on a alors : 
F'= Vect lé FnG=Vect (e)., (F nG})t= Vect (ex 
Soient m un point de #, et h la projection orthogonale de m sur Æ n&; 
km, qui appartient à (F A G}! s'écrit : 


= 
hm = u + v, avec ueF! et veGt 


D'après he et veF, le point m, = h+v appartient à #. Comme 


mm = u appartient à F1, m, est la projection orthogonale de m sur #. Le 
point m, = h + u est de même la projection orthogonale de m sur #. Comme 
u et y sont orthogonaux, on en déduit, par Pythagore : 


Umh = Ilmh ll? + Ieh I? 
Ainsi : 
Vmeë, d'in, n 8) = d'(m, F) + d?'{m, $) 


Reste à utiliser la linéarité de l'intégrale. 

On déduit de ce théorème que si 4 et sont deux variétés affines 
supplémentaires orthogonales alors le moment d’inertie de (M, p) par rapport 
au point # A & est la somme des moments d'inertie de (9, p) par rapport à 
Æ et par rapport à &. 


Règles pratiques. — (M, p) étant un système matériel de & : 


e le moment d'inertie par rapport à une droite est la somme des moments 
d'inertie par rapport à deux plans perpendiculaires contenant cette droite, 

e le moment d'inertie par rapport à un point est la somme des moments 
d'inertie par rapport à un plan et à une droite orthogonale à ce plan, contenant 
tous deux le point. 
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On déduit alors : 


e le moment d'inertie par rapport à un point est: 

— la somme des moments d'inertie par rapport à trois plans 
perpendiculaires deux à deux, contenant ce point; 

— la demi-somme des moments d'inertie par rapport à trois droites, deux à 
deux orthogonales, contenant ce point. 


3° Théorème de Huyghens. — THÉORÈME. — Soient (®X, p) un système 
matériel de &, # une variété affine de #, g le centre d'inertie de (M, p}, 7, la 
variété affine de #, parallèle à , passant par g; M désignant la masse de 
(M, p), d la distance des variétés parallèles 7 et #, (IT.6.2.7, 1°) on dispose, avec 
les notations de 1°, de légalité : 


15 = 15, + Md 
On note g’ la projection orthogonale de g sur æ'; ; pOur tout me é, on 
note h et h' les projections orthogonales de m sur 7, et # respectivement. On 
constate ate que / h' est la projection orthogonale deh h sur Æ et que = =gg . De 
mh = mh+hh, on déduit alors : mh = mh + gd et : 


; » : >» — 
IR = Im? + Ilgg'lÀ + 2{gg'mh) 


Gg'imh) = (gg'imh + hg) = (gg', mg). 
Ainsi : 
dm, F) = dm. F,) + d° — 2Gg/em) 
et, par linéarité de l'intégrale : 


15 = 1y, + M — 
où F désigne Î Ga em). pÜn) du qui s'écrit, en utilisant la linéarité de 
a 


u + Gui), et IV.6.5.2, 3° : 


= Ga Î am .pUn) dp) 
m 


La définition même du centre d'inertie montre que 1 = 0. 


Ce théorème ramène tout calcul de moment d'inertie à un calcul de moment d'inertie par 
rapport à une variété affine contenant le centre d'inertie. 


EXEMPLE. — On considère un cercle &, de centre O, de rayon R > O support d'un fil 
homogène, (€, p). Le calcul du moment d'inertie de € par rapport à O est trivial : il s’agit de 
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2xpR°; en introduisant la masse M = 2npR de (€, p) : 1, = MR?. Par rapport à un point a 
quelconque de €, ona: 


= 
1, = MR? + MIOa/l. 


Remarquons que le moment d'inertie de (&, p} par rapport à n'importe quel diamètre de & est le 
même, prenant deux diamètres orthogonaux on en déduit que le moment d'inertie de (&, p) par 
rapport à un diamètre est : 1/2.MR?. 


4° Calculs pratiques de moments d'inertie. — La définition ramène le 
calcul d’un moment d'inertie à un calcul d’intégrale. Bien entendu avant tout 
calcul, l’utilisation du théorème de Huyghens ou des considérations de 
symétries peuvent éventuellement simplifier les calculs. 

Dans la pratique, ce sont les moments d’inertie par rapport à des droites 
qui sont le plus utiles. 


EXEMPLES. — On utilise un repère orthonormal (O;i, j,k) donné. 


a) Moments d'inertie d'une ellipse homogène, pleine. 
De façon plus précise, on donne une plaque homogène (#, p}, où 


x? y? 
P = {0 + xi + yj + zkfz = 0} À Ë + F < 1}. (a, bje(R#}2. 
a 


On cherche d’abord /4, où À a pour équation : (y = 0} À (z = 0). 
On constate que admet la décomposition ((U, F)}, avec : 


U = {(8, rie R'(0 < 8 < 27) À (0 < r < 1)}} 
et: F(8, r) = O + ar cos 8i + br sin 8j 


D'où : la = e ] b?r? sin? 6.abr d8 dr 
[4 


On trouve 14 = xpab/4. Comme la masse de (#, p) est M = rpab, il vient : 14 = Mb?/4. 
a? + b? 


— Si A' est l’autre axe de S : 1, = Ma?j4. D'où l, =! 


— En particulier, pour un disque homogène de rayon R, le moment d'inertie par rapport à 
un diamètre (resp. au centre) est MR?/4 (resp. MR?/2). 


b) Moments d'inertie d'une boule homogène. 
On donne le solide homogène (.#, p}, où 


H = {0 + xi + yj + zk|x? + y? + 72 < R°} 


qui est manifestement un compact cubable de RS. 
On a: 


lo = ef] (x? + y? + 2?) dx dx dz 
x 


Un calcul en coordonnées sphériques donne 14 = 4n/5.pR°. Comme la masse de (.#, p} est 
M = 4x/3.pR°, il vient : 19 = 3/5.MR?, D'où : 

— Pour tout plan diamétral # : 14 = 1/5. MR?. 

— Pour tout diamètre 3 : 14 = 2/5.MR?. 
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6.3.2. Matrice d'inertie d’un système matériel, 
en un point 


1° Position du problème. — On se donne un système matériel (M, p) et un 
point O de #. Une droite de #, contenant O est caractérisée par sa direction 
Ru, ue E\{0} ; on se propose d'étudier le moment d'inertie I, de (9, p) par 
rapport à ®, en fonction de cette direction. 


Calcul de 13. — Étant donné un point meé, d’après I16.3.2, 2°, on sait 


que : 
1 =" 
dm, 9 = À jm à uf 
pi 
= = Qul2. Om IE — @iOm)?). 
IE 
Ainsi : 

(ui.re = | Qui2.iOm 1e — CuiOm)?). per).du 

mn, 


Introduisons alors l'application de E x E dans R: 
(u;,, u,) + q(u, u,) = l {a lu)lOm|? — (u,10m).(u10m)}p{m) du 
m 


Il est facile de voir que œ est bilinéaire, symétrique et que l'application 
u + Jul|?.1, est la forme quadratique associée à @. 
Nous pouvons donc poser : 


2° DÉFINITION. — Étant donnés un système matériel (M, p) et un point O 
de #, on appelle matrice d'inertie de (M, p) en O, relative à une base 
orthonormale (i, j, k) de E, la matrice qui représente dans cette base la forme 
quadratique u + [ul Lou 


Recherchons les coefficients d’une telle matrice. Nous notons, pour tous 
ucE et meg: 


u= oi + Bj + yk, m= 0 + xi+ yj + zk. 
Un calcul simple, laissé au lecteur, donne : 
(ul? Loi re = Aa? + BR? + CB? — 2DBy — 2Eya — 2Faf 


où 4, B, C désignent respectivement 1,4 16, Lo, et où : 


= [. y2pOn) du: E= [ 2xpÜm) dus F= ik xyp(r) du 


On dit que D est le produit d'inertie du système matériel (M, p) par 
rapport au plan de coordonnées d'équations x = 0, et ainsi de suite. 
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La matrice d'inertie de (M, p) en O, relative à (i, j, k) est ainsi : 


À —F —E 
— F B —D 
—E -D € 


3° Repère principal d'inertie. — Comme pour toute forme quadratique sur 
un espace euclidien, il est possible de trouver une base orthonormale (i, j, k) de 
E, dans laquelle la matrice de la forme quadratique u + [lu?.1,,m Soit 
diagonale. Le repère (O ; i, j, k) est alors dit repère principal d'inertie, les droites 
0 + Ri, O + Rj, O + RkK étant alors dites axes principaux d'inertie du système 
matériel (M, p) en O. Un cas particulier important est celui où O est le centre 
d'inertie de (9, p}. 


En ce qui concerne les applications de cette théorie (en particulier à l’étude des gyroscopes) 
nous renvoyons le lecteur à un cours de Mécanique. 


EXERCICES 


&,(n = 2 ou 3) est un espace affine euclidien; tous les repères sont orthonormaux. 


6.01. — Masse et centre d'inertie d’un fil de #, dont le support est celui de l’arc 
paramétré ([0, x/2], 8 + O + cos Ou, + sin 6k), et dont la densité linéaire au point 
de paramètre 6 est cos 8. 


6.02. — Centre d'inertie d’un sous-arc homogène d’une parabole, d’une chaînette, 
d’une spirale logarithmique, d’une hélice circulaire. 


6.03. — Lieu du centre d'inertie d'un sous-arc homogène d’un cercle dont une 
extrémité est fixe et dont l’autre extrémité décrit (éventuellement plusieurs fois) le cercle. 


6.04. — Soit y = (1, f) un Cl-arc simple et régulier de &;, & > 1, paramétré au 
moyen d’une abscisse curviligne. On fixe s, € 1; on note y, = y, sis 2 So et y, = y, Si 
$ < 50; soit €, = supp y. On définit g : 1 + #, par : g(ss) = {so} et, si s € 155}, g{s) 
est le centre d'inertie du fil (&, 1). 

a) Montrer que (1, g) est un arc paramétré admettant la droite Aff {f(s), g(s)} pour 
tangente en tout point de paramètre s tel que g(s) # fs). 

b) On suppose ici & > 3. Trouver la limite, quand s tend vers so, du trièdre de 
Serret-Frenet de (1,g) au point de paramètres. 

c) On suppose ici k > 2. A toute application @ : J — 1 (J : intervalle de R), de 
classe C?, on peut associer les mouvements ponctuels F = f op et G=go. 


: . dF dG . un 
Déterminer + de façon qu’à tout instant f € J, les vecteurs PA et _ soient colinéaires. 


6.05. — Masse d'une plaque carrée, à densité superficielle proportionnelle à la 
distance au centre {resp. au carré de la distance au centre). 
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6.06. — Centre d'inertie d’une plaque plane homogène limitée par : 

— une arche de cycloïde et sa base; 

— une cardioïde; 

— une boucle de lemmiscate ou de strophoïde; 

— une spirale logarithmique p = ae" et deux rayons vecteurs issus de O; 
— une conique et une droite passant par un foyer; 

— une parabole et une droite perpendiculaire à l’axe; 

— une ellipse et l’un de ses axes de symétrie. 


6.07. — a) Montrer que toute application continue f : [0, x] — R, telle que 


" 2 
| (8) sin 6 48 = 0, et [ J(6) cos 6 d8 = 0, 
0 0 
admet au moins deux zéros sur ]0, nf. 

b) Soient # un C°-arc fermé simple de #, ; on note g le centre d'inertie de la plaque 
plane homogène limitée par €. On suppose que toute droite de #, qui contient g coupe 
< exactement en deux points. Montrer qu'il existe au moins trois cordes de # dont g 
soit le milieu. 


6.08. — Centre d'inertie du solide homogène constitué par un quart de tore à 
collier, plein, limité à deux plans méridiens orthogonaux. 


6.09. — Centre d'inertie du solide homogène limité par la surface obtenue en 
faisant tourner une cardioïde (resp. une boucle de lemniscate de Bernoulli) autour de 
son axe de symétrie. 


6.10. — Centre d'inertie du solide homogène limité par les surfaces d'équations : 


a) x? + y? = 3az et 3x + 4z = 124; 
b) x? + y? +22 = a? et x? + y? — 2ax = 0; 
c) x?+2y}=az et z=y+a; 
d) z=0 et z2?=2ax et x?+y}= 
x2 y? z? 
e) —=+—---1-=0 et z=0 et z=c. 


6.11. — Soit (#’, p) un solide de #:, pas nécessairement homogène. Montrer que si 
le compact # est convexe, le centre d’inertie du solide est un point de #. 


6.12 — On remplit progressivement un vase pesant avec un liquide, pas 
nécessairement homogène. On désigne par (z} la côte du centre d’inertie vase-liquide 
lorsque la côte de la surface qui limite le liquide est z. 

Montrer que (sous des conditions de régularité) la fonction @ passe par un 
minimum, atteint pour une valeur de z telle que o{z) = z. 

6.13. — Soit # un cone de sommet O et de base plane &; G est le centre d'inertie 
du solide (#, 1), g est celui de la plaque (%, 1). Montrer : O0G = 3/4.0g. 

6.14. — Dans le plan xOz € #;, on considère les deux parties : 


(0 < z < 2a) A (0 & x 2 


et (— a/2 < z & 0) À (0 & x & (/a? — 47°). 
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En tournant autour de Oz, elles engendrent respectivement un cône € et un demi- 
ellipsoïde aplati E, que l’on considère comme des solides séparément homogènes, de 
masses respectives m et M (faire une figure). 
a) Déterminer le centre d'inertie du solide € L E. 
b) Étudier la stabilité de la position d'équilibre sur le plan horizontal, dans 
laquelle l’axe de révolution est vertical, et le solide repose sur la partie ellipsoïdale. 
6.15. — Moment d'inertie par rapport à © d'une plaque homogène limitée par 
a) La cardioïde p = a(1 + cos 8), 8e[— 7, xl; 


TA 
b) La boucle de lemniscate p = a,/cos 28, 8 <[- ri] 


6.16 — Moment d'inertie d'un hémisphère plein, homogène, par rapport à une 
tangente au grand cercle qui le limite. 


6.17. — Matrice d'inertie en O, relative à la base (i, j, k), du solide homogène 
(@, p}, où # est défini par : 


C2? +7? +22 < R?) À (x > 0) À (y > 0) A (2 > 0) 


Matrice principale d’inertie en ©; centre d'inertie du solide. 


6.18. — Utiliser la théorie de la matrice d'inertie au calcul du moment d'inertie : 


— d'une plaque elliptique homogène par rapport à la tangente en l’un des 
sommets ; 

— d’une plaque plane homogène, limitée par un triangle équilatéral, par rapport à 
une droite de son plan, puis par rapport à un sommet; 

— d’un tétraèdre régulier plein, homogène, par rapport à une arête; 

— d'un cylindre de révolution, solide homogène limité à deux sections droites, par 
rapport à une tangente à la partie cylindrique de son bord. 


6.19. — Un cône, solide homogène, est limité à son sommet et à une section par un 
plan perpendiculaire à une génératrice A. Dans le cas où cette section est un disque, 
calculer le moment d'inertie par rapport à A. 


6.20. — a) Trouver tous les champs de vecteurs dont le flux est nul à travers toute 
portion de la surface d’un cône quelconque de sommet donné. 

b) Dans toute la suite, on donne un compact à bord #’, inclus dans une surface de 
€: dont la frontière est le support € d’un arc fermé simple, C' par morceaux. 

Soit a e &, tel que toute droite issue de a coupe # en un point au plus. On note À, 
le compact de #, engendré par le segment [a, m] lorsque m décrit .#° et on désigne par 
1, le moment d'inertie par rapport à 4 du solide homogène (A,, 1}. Montrer que I, est 


égal au flux à travers # du champ de vecteurs m + 1/5.|lam?.am. 


c) On considère les points a(a, f, 0), b(— a, B, 0), c(— «, — , 0), d(a, — 6, O)et on 
définit 1, 1,, 1, 1, comme ci-dessus. En se limitant au cas où À,, A,, A, À, sont tous 
quatre dans le demi-espace z > 0, vérifier : 


ht | P 
€ 


où P est une application de #, dans R que l’on déterminera. 
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